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LES SIGNAUX "ELEMENTAIRES"
UTILISES EN PHYSIQUE

¢ ECHELON UNITE (ou fonction de Heaviside) : U(t)

U({)=0sit<0 “U(t)
U@®=1sit>0

e Définition : {

Remarque : parfois, on définit U (t) =% si t=0

t

Autres notations existantes : H(t) ou I'(t) a cause la 0
forme de la courbe évoquant la lettre grecque

» Utilisation : Sert a "modéliser" les signaux qui s'établissent "instantanément™ a partir d'un instant donné,
en particulier les signaux "causaux" (cad nuls si t < 0)

+SIGNAL RECTANGULAIRE (ou fonction porte) : TI(t)

A
M@ =0 si >+ 1O
e 2
* Définition : L
() =1 si |t|sE
Remarques >
Parfois, on définit T1(9) ZE S |t| :E C'est une "porte™ ou une "fenétre" centrée
* On peut aussi écrire : en 0 et de largeur 1.
1 1 - t—a
= fllh W = * Plus généralement II(— ) =1l (t—a
I1(t) ua+2)ua 2) (T )=I1(t-a)

est la porte centrée en a et de largeur T
* Utilisation : Sert a "isoler" une partie intéressante d'un signal.

¢SIGNAL TRIANGULAIRE : A(t)

A)=0 si [t|>1 T A
* Définition : ]
A =1-t si |t|<1 1
* Plus généralement A( t-a )=A.(t-2a) /\ >
T ! 1o+ t
est le triangle de hauteur 1, centré en a et de , . , ,
largeur 2T C'est un "triangle" de hauteur 1, centré en 0 et
de largeur 2
¢ SIGNAL HARMONIQUE (ou sinusoidal pur)
e Définition : . A>0: amplitude . 2_72- . période (en S)
s(t) = Asin(@ t +¢) o > 0 pulsation (en rad/s) o

* Signal complexe associé : z(t) = Ae'“"? => s(t) = %(z —2)
i

IMPORTANT : cette écriture complexe sous-entend I'existence de fréquences NEGATIVES, sans réalité
"physique™ pour des signaux réels. Par conséquent, pour un signal réel, il faudra systématiquement
associer chaque fréquence positive a la fréquence négative correspondante.
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SPECTRE d'un SIGNAL PERIODIQUE

Série de Fourier : f(t)=> Ce"" =a,+ > a,cos(nat) +b, sin(nat)
—o0 n=1

¢ REPRESENTATIONS TEMPORELLE et FREQUENTIELLE d'un SIGNAL PERIODIQUE
Si une fonction périodique Vérifie les conditions de Dirichlet, alors :
* connaitre f(t) = on sait calculer les coefficients C,, (ou a, et b,) de sa série de Fourier
* connaitre les C, = on sait calculer la fonction f(t)
Il est donc EQUIVALENT de décrire ce signal par :
* ses caractéristiques TEMPORELLES: courbe a temps continu y = f(t)
* ou ses caractéristiques FREQUENTIELLES (série de Fourier) : ensemble discret de coefficients C,

¢ REPRESENTATIONS GRAPHIQUES d'un SPECTRE en FREQUENCE

On notera généralement : f, ==1(ou v,) la fréguence fondamentale du signal étudié

1
T
n
et fn = ? =N fo
Les coefficients C, étant complexes, il faudra DEUX graphes pour représenter leur MODULE et leur

ARGUMENT en fonction de la fréquence f. C'est I'ensemble de ces deux graphes que I'on appelle le
SPECTRE bilatéral en fréquence de la fonction f(t) étudiée.

De plus, ces coefficients n'existant que pour des valeurs discretes de la fréquence (f = n f,), le spectre d'une
fonction périodique est DISCRET, et formé de raies aux différentes fréquences harmoniques (en réalité,
comme on le verra par la suite, ce sont des impulsions de Dirac, d'ou la représentation usuelle avec des
fleches).

Le spectre des modules est donc constitué de raies uniquement a valeurs positives, et celui des arguments de
raies & valeurs positives ou négatives et comprises dans l'intervalle ] -x ; +x]

la fréquence de I'harmonique de rang n

Remarques importantes :

* Le spectre des modules est indépendant de I'origine des temps choisie pour représenter le signal
(propriété de translation temporelle des coefficients C,), mais pas le spectre des arguments.

* Pour un signal réel, les coefficients C, et C_, étant conjugués, le spectre des modules sera donc pair
et celui des arguments, impair.

* Lorsque les signaux sont REELS, pour une interprétation plus “physique” du spectre, on préfére ne pas
avoir de fréquences négatives, et on utilise alors plutdt une décomposition sous la forme

Z A, cos(nwt—@,)| avec les relations suivantes par rapport aux décompositions en C,ou en a, et by, :

A, =43, +b* 20

a

n n

. b
cosg, =— et sing, = — et 2 pour n>1
An An Arg Cn =~

avec gy, € | -7 + 7

et (valeur moyenne du signal)

Le spectre correspondant & cette décomposition sera alors constitué du graphe des AMPLITUDES A, et du
graphe des PHASES @, en fonction de la fréquence, et est appelé spectre unilatéral en fréquence.

Remarque : le spectre des phases est peu utilisé par les électroniciens, qui se contentent en général du spectre
en amplitude.

Astuce : Si on ne précise pas " |C,| " ou " A, " pour le spectre en "amplitude”, il suffit de regarder s'il y a des
raies pour les fréquences négatives ou pas...
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TRANSFORMATION DE FOURIER

PROPRIETES Signal f(t) Transformée de Fourier F(v)

f(t)= J‘ij(v) e dy F(v)= jjmf (t) e 27t
Symétrie F(t) f(-v)
Parité F(v) est réelle et paire

f réelle et paire Fo)=2[ " f(t)cos(2z vt)dt
F(v) est imaginaire pure et impaire
" reelle et impaire Fo)=-2i [ " f(®)sin(2z vt)dt

Linéarité a f(t)+ 4 g(t) a F(v)+ B G(v)

Dilatation temporelle

1 1%
f (at —F|—
(@) )
Décalage temporel f(t—t,) e F(y)
Dilatation+décalage oizvy, L v
temporels flat-t,)] e ﬂ F(Ej
Décalage fréquentiel e 2t £(t) F(v-v,)
Dérivation temporelle f'(t) 2izv F(v)
£ (t) (2izv)" F(v)
Dérivation fréquentielle —2ixt f(t) F'(v)
Produit de convolution (f *g)(t) F().G(v)
f(t).9() F(v)*G(v)

FONCTIONS PERIODIQUES : f(t) = fonction périodique de période T

Sa série de Fourier s'écrit : f (t) +EOOC e c. =21 t¢ e dt
! : = e = e
a Serie ae rourier secri n avec L, T .[[T] ( )

N=—o0

fo(t) = "motif" de la fonction f(t) sur un intervalle quelconque de largeur T.

Onadonc :

f(t)=[f,* I ]@t)|= fo(t)*§:5(t—nT) et C,

__EE —ﬁﬁ$¢
= jﬁ] f (t)e dt

Calculons F(v) la transformée de Fourier (au sens des distributions) de f(t), en utilisant les propriétés de la
TF et de la distribution de Dirac, et en posantl Fo (W) =TF [f(1) ] | , on obtient alors :

HOELCEDI

n=—oo

or F,(v) = j f:fo(t) e %t = Im f_(t) e 27 'dt donc|C, =

n =1 n &
(v—?J= Z?Fo(v).é'(v—?): z

n=—oo

n=—oo

)

1
T

FG) et|F(v) = nicna [v—gj

—

Le spectre d'une fonction périodique f(t) étant discret, et constitué de raies de valeur C, aux différents

harmoniques ('I_'j de la fréquence, la transformee de Fourier (au sens des distributions) F(v) d'une

fonction périodique f(t) est donc en fait I'expression mathématique de son spectre.
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TRANSFORMEES USUELLES

Signal f(t) Transformée de Fourier F(v)
Dirac 4 l'oridi o(t) 1
irac a l'origine
| 1 o(v)
Dirac en a 0, ) =0o(t-a) pdirva

Exponentielle complexe

2izbt S =5(v-b
(distribution harmonique) € b (V) (V )
1
Cosinus (distribution) cos(27 at) > [5.0:)+65_, ()]
. 1
Sinus (distribution) sin(27 at) > [5.0:)-6_,()]

Peigne de Dirac

1I(t) = id(t—k)z ie””“
k=—00

k= -

1(v) = fp (v—k)

k= -

& 1 t 1 & k 1
Peigne de période T Wy ()= Y6 t-kT)==u| — | | (vT)== > & (V ——]Z— r, (v)
k= —o0 T T T K= —oo T T T
1) .
: sin(z v
Porte I1(t) #
-1/2 0 +1/2 t 7[ V
Impulsion unité It sin(z v &)
(largeur ¢ , hauteur 1/¢ ) & & TVE
A Sin( ) 2
Triangle A(t) =TI(t) *T1(t) {ﬂ}
T TV
Gaussienne et eV’
+00 2 +00 2
Théoréme de PARSEVAL [1f@ dt=[ [F) dv




Distribution de Dirac

- +oo sit=10
Définition o(t) = {0 —
“+occo
Intégration f d(t)dt =1
00
Produit z(t) x 6(t — tg) = x(tp) 6(t — to)
Produit de convolution z(t) * 6(t —to) = x(t — to)

Produit de convolution

Cas continu Cas discret
+oo 500
Définition (f*g)(t) = f flt—71)g(r)dr (f*9)n = Z frem m
Commutativité (f*g)(t) = (g 1)) (f*9)n=(9%f)n
Distributivité F(E)x[g(t) + h()] = (fxg)([£)+(f=h)(t) Fn*(gn+he)=(f*g)n+ (f*h)n
Associativité F(t) = [g(t) * R(t)] = [f(t) * g(t)] * h(t) Jr# (Gn % hn) = ([ % gn) * hny

Transformée de Fourier discreéte

N : nombre d’échantillons

F, : fréquence d’échantillonnage

F
Fréquences observables : fi = k== avec k=0,--- , N — 1

N

: : : Fs

e Résolution en fréquence : Af = N
Transformée de Fourier discréte (TFD) Transformée de Fourier discréete inverse

N-1
a0 kn
Np— E z, e I w
n=>0

| V-1
- kn
= ¥ E X, "R
Y k=0




Table des transformées de Laplace usuelles

Fonction VERERE ribe frmnsiommoe ca L piace Région de convergence
2(t) = L' {X(p)} X(p) = L{=(t)}
1 Distribution de Dirac retardée 8(t—17) e ™ Vp
1a Distribution de Dirac o(t) il Vp
, " =2 e P
2 | exponentielle-mondme retardée | "o ("7 (; 7) Re(p) > 0
n! (p + a)ntl
t?) 1
2a puissance n-iéme — - T(t) _— Re(p) >0
7’1,! pn+1
2a.1 i e i T(t) - Re(p) >0
a. ssance g-iéme : — =
pui Gi T+ D) e e(p
1
2a.2 échelon unité T(t) - Re(p) >0
p
e 7P
2b échelon retardé T(it—7) Re(p) > 0
p
1
2c rampe 5ot -p—z Re(p) >0
2d tiell 6 P oot Y(t) . Re(p) >
exponentielle-monéme — . e el
”° T (p+ay .
1
2d.1 exponentielle eis () Re(p) > —«
pla
(1-e) - 1() k Re(p) > 0
3 approche exponentielle e ) (¢ e(p) >
pp! p p(p + ) p
) ) w
4 sinus sin(wt) - Y (2) Pt a? Re(p) >0
5 p
5 cosinus cos(wt) - Y(t) R Re(p) >0
(o7
6 sinus hyperbolique sinh(at) - T(t) T Re(p) > |
p :
7 cosinus hyperbolique cosh(at) - Y(¢) ERp Re(p) > |af
=
décroissance exponentielle o &
8 o t) - T(t T Re(p) > —
d'une onde sinusoidale g G (p+ @)? + w? o(p) &
décroissance exponentielle t D+ o
9 o~ cos(wt) - T(¢ T R > —
d'une onde cosinusoidale L e (p+ @)? + w? e(p) “
= g 1
10 n-iéme racine VE-Y(t) o EalETR (1 + —) Re(p) >0
n
) t to
1 logarithme In = -Y(t) S [ In(top) + ] Re(p) >0
to
fonction de Bessel o (p N \/}m) —n Re(p) > 0
D
12 du premier type, I (wt) - Y (2) ( i 1)
B — e
d'ordre n /D% + w2
fonction de Bessel modifiée ol > 2\ "
. wE iD=t/ D =W Re(p) > |w|
13 du premier type, I (wt) - Y(t) A R — (n> 1)
o —
d'ordre n VP2 —Ww?
2% /4
14 fonction d'erreur erf(t) - Y(t) Lfc(pﬂ) Re(p) >0
p
Notes:

e I'(z2) estla fonction Gamma.

e 1 est un nombre complexe.

» [ () représente la fonction de Heaviside.
e 4(t) représente la fonction de Dirac.

* 7y est la constante d'Euler-Mascheroni.
e {, est un nombre réel, il représente typiquement le temps,
mais peut désigner n'importe quelle autre quantité.

® ( estunnombreréel (g + 1 > 0).

e v, 7, 7,etw sontdes nombres réels.

e 72 est un entier.




4. TRANSFORMEE EN Z

4.1 Définition '
Soit f(t), une fonction causale et f (1), la méme fonction échantillonnée a la fréquence f..

)y =1(t). S8(t-nT,) =Y f(nT,)5(t-nT,)

N=—co n=0
Sa transformée de Laplace s’écrit :

F(p)= [ Y f(NT,)58(t-nT,) e "dt

F'(p)= Y f(nT.)[ 8(t-nT,)e™.dt

La transformée de Laplace d’un Dirac étant égale a I'unité et celle d’'un Dirac retardé de <, a e™,

en posant |Z = e’ , on obtient la transformée en z de la fonction f(t) :

Z[t(h]=F(z) = 3 t(T,)e ™" = S HnT,)z"

4.2 Propriétés
4.2.1 Linéarité

Zlaf,(t)+bif, (1)) =azlf, )]+ b.Z[f,(t)]

4.2.2 Retard
Soit f(t - K.Te) nulle pour t <K.Te, Z[f(t- k.Te]z z* Z[f(t)]

On retiendra qu’un retard de T, se traduit par une multiplication par z'.

4.2.3 Translation complexe

Zlere' 1(1)| = Flze™™ |

4.2.4 Théoréemes de la valeur initiale et de la valeur finale

im(nT.) = lim F(z) lim f(n.T,) = lim(1-z'}F(2)




Formulaire lié A la transformation en Z

Signal causal Transformée en Z
n +— z(n) pour n €N 2z (Zx)(2)
e(n) =1 (Ze) (2) = Zf -
{3((7332 (1)szn7é0 (Zd) (2) =1
r(n)=n (Zr)(2) = (z_zl)z
c(n) = n? (Zc) (2) = ézj—l)lz
f(n)=a", a €R—{0} (Zh () =
y(n) = a"a(n), a eR—{0} (2y) () = (z2) (2)

y(n) = z(n — ng), (n — ng) €EN
ou (Zy) () = 27" (Z2) (2)

y(n) = x(n — ng)e(n — ngp)

y(n) = xz(n +1) (Zy) (2) = z[(Zx) (2) — x(0)]
y(n) = x(n+2) (Zy) (2) = 2 [(Z2) (2) — 2(0) — z(1)z "]
(Zy) ()

20 [(Zi) (Z) - x(O) — x(l)z*l _ (L‘(Q)ZiQ R f(n() _ 1)27(71071)]




