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Avertissement

Ce document ! présente une collection d’exercices de (calcul) mathématiques de degré
de difficulté variable allant du collége/lycée a la L2. Il s’agit du socle de base minimale
normalement requis pour un étudiant de la Licence E3A & I’Université Paris-Saclay. Ces
exercices (trés) courts constituent donc une base de révision pour I’étudiant lors de son
entrée en L3 et ce focalisent sur les thémes ou I’équipe pédagogique a constaté le plus
grand nombre de lacunes chez les étudiants 2. Il ne s’agit pas d’exercices sans finalité mais
bel et bien de mathématiques utiles a 1’étude du génie électrique. Ainsi, de nombreuses
formules seront réutilisés « en pratique » dans divers modules au cours de l'année (auto-
matique, probabilités, traitement du signal, électronique analogique et numérique), mais
aussi servirons de base pour le cours spécifique de mathématique (analyse fonctionnelle)
de année de L3 ainsi qu’'en M1 E3A (automatique, traitement d’images, robotique, in-
telligence artificielle, télécommunications). Enfin et surtout, si 'un des concepts (ou une
notation) présent dans ce document n’est pas connu d’un étudiant au début de l'année du
L3, il doit immédiatement en informer les professeurs du cours de remise & niveau afin de
ne pas étre pénalisé pour la suite (les autres enseignants ne pourront pas, par manque de
temps, revenir sur les concepts présenté ici).

Remarques sur les indices et les variables : afin de ne pas étre esclave des notations
et d’étre capable de manipuler toutes sortes de symboles, nous utiliserons différents in-
dices/variables (parfois au sein d’'un méme exercice). Par exemple, les fonctions seront
définies parfois suivant la variable z, parfois suivant la variable y. Les sommes et séries
utiliserons les indices k£ ou n. Nous utiliserons également des majuscules et minuscules, il
conviendra donc, par exemple de ne pas confondre au sein d’une méme formule les quantités
n et IN. Ainsi, ’étudiant doit en premier lieu étre attentif a ce que représente les différentes
quantités pour savoir quelle est la variable d’une limite, somme, dérivée, intégrale, etc.

1. Les remarques concernant les erreurs contenues dans ce document peuvent étre adressées a
alexandre.renaux@universite-paris-saclay.fr

2. En conséquence, il n’est pas question ici d’étre exhaustif et certaines notions ne seront pas abordées
car supposées généralement bien connues par les étudiants (exemples : calcul des racines d’un polynéme
d’orde deux, identités remarquables simples, trigonométrie, primitives et dérivées « simples » et générale-
ment tout ce qui reléve du programme pré-baccalaureat). D’autres thématiques importantes (par exemple
les équations différentielles, valeurs/vecteurs propres, d’autres calculs d’intégrales/limites, espaces vecto-
riels, etc) seront également étudiée lors des cours de remises & niveau.
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Chapitre 1

Analyse

Remarque : certain exercices nécessitent la manipulation de factorielles, on trouvera
quelques exercices de manipulations de cet opérateur au chapitre 33.4.

1.1 Récurrences

. N-1 N(N-1 , . .
— Démontrer que ) ' "y n = ( 5 ) Remarque : la démonstration peut se faire sans
récurrence en étant astucieux, mais le but est de s’entrainer ici.
. N—1_ _ N-1 1
Une premiére remarque est de constater que > "“;n = > "~ n. De plus*, en posant

N = 3, on vérifie facilement que Y2 n=1+2=23= @ Supposons que ZiV:_OQ n=
W-1)(N=2)

5 et cherchons

N—-1 -2
don=) nt(N-1)= (N1)2(N2)+(N—1):(N—1) <(N22)+1>
n=0 n=0

N (N -1)

|
— Démontrer que S7_ k3 = (30, k)*.

2
On vérifie facilement que 13 +23 =9 = (1 + 2)2. Supposons que Zz;i k3 = (Zk:l k:) et
cherchons

n n—1 n—1 2 2 4 3 2
3 3 3 3 (n(n-1) 3 nt+2n°+n
SESIRRE (;Q +n _<2 R LS Lhs

w2 (07 +20+1) 02 (n+1)? <n(n+1))2: ( i k>2

! ! 2 k=1
[ |
— Démontrer que YN n? = w _
Une premiére remarque est de constater que Eg:_ol n2 = 27]:[:_11 n?. En posant N —

N-2 2 __

5 = w SuppOSOHS que Zn:O n

3, on vérifie que 2721:1 n? =12 + 22 =

2(2—1 . .
%, mais il est toujours

. L. . 1
1. Evidement en posant N = 2, on vérifie rapidement que >, ;n=1=
bon de vérifier au moins deux termes dans une relation.



(N-1)(2(N=1)—1)(N—2) _ (N—1)(2N—3)(N—2)

5 = 5 et cherchons
N—1 N-2

N—-1)2N —-3)(N -2
n=0 6

=0
(N )((2N—3)(N—2)+6(N—1)) (N—-1)N (2N —1)
6 6

|
. n k _ l—gntl .
— Démontrer que ) ;" = “5%—— six # 1 Remarque : il s’agit de la trés importante
suite géométrique, la démonstratlon peut se faire sans récurrence en étant astucieux,
mais le but est de s’entrainer ici.

Remarque préliminaire : attention, ici et contrairement a ci-avant » ;' zk #£ Py z*. En
et 1-22 _ (I-2)(1+4w)

posant n = 1, onazk Omk—x +$—1+a:et11$ == = = 1+x,ou
on a utilisé Videntité remarquable A2 — B2 = (A 4 B) (A — B). Supposons que Y}~ ¥ =
1’
— .o 1=z 1l—a"+(1—z)2” 1—2z"!
Z:c kzox T T 1-2z T 11—z T 1-z
|

1.2 Manipulation de sommes et séries

On supposera toute les séries de cet exercice convergentes (une mise au point sur la
convergence des séries sera vu lors de 'UE 301 Analyse Fonctionnelle).

— Sans refaire tous les calculs, utiliser les résultats précédents pour calculer ZIILI k

N 42
et > o k7.

Puisque ZnNz_Oln = w = 2711\/:—11 n, il suffit de poser N’ = N — 1 donc N = N’ + 1.
De plus, N’ et n étant des variables muettes (c’est-a-dire que N’ va jouer le role de N
et k va jouer le role de n) on a directement Eszl k= (Ngl)N. Concernant Zszz |

faut d’abord remarquer que S5, k? = (Z]kvzl k2) —12. Or 20| kce calcul de la méme

maniére en posant N’ = N — 1 dans le résultat de Zﬁ;ol n? = ny;ll n?. On obtient

6 B 6

ZN:kQZ (N+DEINF)-DN  (N+DEN+DHN -6

. Une derniére remarque d’ordre pratique lorsque 1’on cherche & démontrer ce type d’égalité
et de faire le test avec quelques valeurs (méme si cela n’assure pas de la véracité du
résultat). Ici par exemple, avec N = 4, on a d’une part Zi:Z k? =22 432 442 = 29 et

(4+1)(2*4+1)*4 6 _ 5x0%4-6 _ 174 — 929 H
- =
— Sans refalre tous les calculs utiliser les résultats précédents pour démontrer que

— po1l= —g¥2—c1tl
poy a1 T Tz stz 71
o 1_$n+1
= ==&

On sait que Zk:[) " six # 1. Donc il faut réussir & écrire Zgial 2" de la méme

maniére. Remarquons simplement que Y32 2 =302 2F — 37010 L2% et on obtient

Za2 g l—azoetl 1 g gor _ gootl
xr = — =
1—=x 1—=2x 1—=2x

k=aq

Le résultat est obtenu en factorisant par .l



— Démontrer que /%% 2" = -1 — pour |z| <1 (et en déduire trivialement St

+0o n,..—n
et Y " alxT™m).
Remarque : ici le résultat ne peut pas étre obtenu a partir d’un raisonnement par récurrence

1 s s 5 L . . . n k _ 1—gntl P n __
car 11 s aglt d’une série. Néanmoins, sachant que > ), 1o, ou encore y . x" =

1—zP p
= pulsque k est une variable muette, on a directement Z nep T" ) ﬁToo Yo ox"

1,zp+1
1—x

lim

= —11 puisque lim aPT! = 0si 2| < 1. On aurait aussi pu écrire
p—+00 - p—r—+00

—+00 —+00 “+o00 —+00 —+00 —+00
(1—3:)E x”:E m"—mg :c"zg x”—E x"H:E " —
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

=l-z4z—a?422-22+22 ... =1
a condition que la série converge (ce qui est le cas ssi [z| < 1).H
— Utiliser le résultat précédent pour démontrer que Z;{i‘i na" ! = ﬁ pour |z| <
1. Indice : dériver I'égalité précédente a gauche et & droite par rapport a x.
Puisque Y120 2" = L. ona

d (X, d [ 1 X dam 1 ©= 1
% Zl’ _d:E< ><:>n:0daj_<1_ 2<:>an —7(1_1;)2

1—=x

n=0 n=0
11 suffit ensuite de remarquer que Y 1% na"~t = 3" nanl I
— Utiliser les deux résultats précédents pour calculer > ;% 2k L et S000 2k .
On a > /2% 2k+1 =30 (§)k+1 =312 (2)" avec le changement de variable n = k +
1(attention aux bornes). Puisque I'on sait que 1% 2" = L pour |z| < 1, on identifie

ici x = % et on obtient

SO -E0 -0

n=1 n=

Pour la deuxiéme série, on sait que Z —y na" -1 = ﬁ, il suffit donc de remarquer
que >°1°5 ﬁk =305 & & buis d’écrire
iOk °©X/1\F 1*2’5161’“‘1 11 )
2k 2 2 2 2 (1-1)° B
k=1 k=1 k=1 2
[ |
" P . +oo gntl o +o0 "
— Sachant que Zn o o1 = €%, calculer les séries suivantes )/ Z) “—e™*, > "7 CESNE
iun 0" —0
k+2"Zn pen e etzn2n,.
On a
T n+1 T n+l +0
x _ _ x _ x _
Z e:”:exz = ze mZ—:xe Tt =g
n! n! n!
n=0 n=0 n=0
f z" 1R gt 1Rk 1 [N gk 0 1 (e" 1)
_—mm —_—— —_——= - —_—— — = — e —
1)! Z 1)! ! ! !
ot (n+1) o (n+1) et k x k:ok 0 x



ou on a utilisé le changement de variable k = n + 1 (attention aux bornes).

+ + + +
ZOO Y :ii Yt :iiﬁzi mﬁ_lo_ll :i(ey_l_y)
— (k+2)! 9?2 — (k+2)!  9y? = nl 2 ot n! 0 1 y?

ou on a utilisé le changement de variable n = k + 2 (attention aux bornes).

—+00 “+o0o “+o00 iu\ T
g B Cgn _ fe'

§:€zun '602692 ezun‘:69§:( ')

n=0 : n=0 s n=0 :

. ; 1 n
puisque ™" = (e“‘) .

_ 6—9696

“+00 “+00
1 111
DD D e T TRkl
n=2 n=0
[ |

1.3 Limites

Calculer les limites suivantes : on rappel que In (1 + x) = z au voisinage de 0.

1. xl—l;Toosm (r)e™® 6. n@ngZ?;iQI§I 1. kl_Z;TOO (1- lé%)k
SN e I UK G B

+ kZTOO (I?(ki:l); 5 kﬁTm (1- %)k 1 BﬁToo JE et € >
> 1~cl—Z>Tc>o(167:722)3 10 kl—Z>Too (1 a %Y 15 kl—Z;Tooxk

La derniére limite doit étre discutée selon les valeurs de x.
On a

lim sin(z)e =0
T—>+00

car sin (z) est bornée et lim e™* = 0.
T—+00

(z+1)2 11
zm—2 = =
2010 +  (z + 1)

4610 T 10

(z4+1) (x+10)* y z? 1

#7001 ¢ 10z (2 + 100)2  #ste01023 10

(2k +1)° o 4k? A
imm ————— = lim — =
k—+oo k (k‘ + 1) k——too k2
o(k+2® K
1) n! 1)? 1 1
mezlimuz limwz lim = =0
n—s+toon? (n 4+ 1)1 n—toon2(n+1) no+oo n? n—+oon

10



(k1)K
kl—Z>Too k! n kl—Z>Too k! =0

car k2 =0 (k!), c’est-a-dire que k? est négligeable devant k! en +oo (rappelez vous que
oo

n’importe quel polynéme est négligeable devant l'opération factorielle en +00).

. T\ . n __

car klim # =0 et n est une constante (seul k£ tend vers l'infini).
—+0o0

L’étude de la limite klim (1 — %)k doit étre traitée avec attention (ainsi que les trois
—+00

limites suivantes) car on a a la fois un terme en % qui tend vers zéro et un terme en
puissance de k qui tend vers l'infini. Ce type de lite se traite en utilisant le logarithme et
I'exponentielle pour leurs propriétés relative aux puissances. Il s’agit d’une astuce/méthode
que I'étudiant doit avoir en téte lorsqu’il aborde ce type d’exercices. On a

T\ k z\k z
lim (1 - —) = lim m(=%) = lim ekn(1-%)
k—+o00 k—4o0 k—4o00
Puisque In (1 + 2) = z au voisinage de 0, on a lim In(1—%) = lim — ¥ et il vient
k—+o00 k—+o00

. T\F . _z . kT
lim (1 — —) = lim ekl”(l - lim e F% =¢
k——+oc0 k k——+o0 k—+oo

On procéde de fagon similaire pour les trois limites suivantes :

k 2 2
. 62 . kin(1-2 . k(-2 _ 62
lim (1——) = lim e ( 2’“>: lzme< 2’“>:e 2
k—+o00 2k k—+o00 k——+o0

k _ T T
lim (1 — ﬁ) = lim ekln(l ’7) — lime 2 =e0=1

k—+4o0 k2 k—+o0 k—+o0
k—1
1 1 k-1 1
lim (1—— — lim ®D(=%) = im e F = =
k—+o0 k k—+o0 k——+o0 e

Les deux limites suivantes font intervenir une somme et une intégrale. Attention, on
inverse pas en générale le signe limite et le signe somme ou intégrale. On a

1 <& 1 x
lim Zx = lim —kzx= lim —=0
n=1

k—+4o0 k2 k—+o0 k2 k—+o0
ooy ko] T k
lim ke "dxr = lim [*6_ I} = lim e " =0
k—+o0 € k—+oco € k—+4o0
Enfin
0si|z| <1
. lsix=1
lim ¥ = ) L,
k—+o0 indeterminé st x = —1
00 sinon

11



1.4 Droites

Donner I’équation de la fonction f (x) représentée sur la figure suivante :

fx) &
e, .
312 |

Donner également les valeurs de x telles que f (z) = 0.

Une telle fonction se représente par morceaux, il n'y a donc pas une seule équation
mais plusieurs selon les valeurs de x. Les différentes valeurs & analyser sont (attention a
I'inclusion ou non des points) lorsque z < =2, -2 <z <1, 1<z <3,z=3,3<z<4

et © > 4. Six < —2 on a facilement f(zr) = —2. Si —2 < x < 1, il s’agit de ’équation
3_(_
d’une droite, donc de type f (z) = ax + b avec a = %7((722)) = % et b= -2+ 2% % = %

Sil <z < 3, il s'agit également de 1’équation d’une droite de type f(x) = ax + b avec
3 (.
a=— 23( D —g et b= % + g = %. Lorsque z = 3, on lit directement que f (z) = 2.

1 i
Lorsque 3 < z < 4, nous avons encore affaire a ’équation d’une droite de type f (x) = ax+b
)

2_
avec g = —32 ( —5 Teth= 3+3>|<7 25 . Enfin, lorsque & > 4, on lit facilement que
f(x)=0. On resume I'expression de f () de la maniere suivante :

—2s1x < =2
%az+%si—2§x§l

5 1
Syt gl
fz) = 4x—|—4bsz <zr<3

2stx =3

x—|—25sz3<:n<4

Osz:r>4

Les valeurs de z telles que f (x) = 0 sont, bien siire z > 4 et telle que g Te+ 1L 3=0<=
—%, _,$+ 11 =02z = 1— et —f:c+25 =0z = 2—5 Onresumeceladela

maniére sulvante

f(z) =0pourx € {{—3} U {151} U {275} U]4,+oo[}

1.5 Analyse de fonctions

xTr =

Tracer approximativement les fonctions suivantes sur R sans I’étude d’un tableau de
signe, mais simplement en utilisant vos connaissances sur les fonctions "simples" (poly-
noéme, exponentielle, etc.)

12



L fi(z) ="
2. fo(z) =224
3. f3(2) = =
4. fa(z) = el

5. fs(x) = — (z —1)?
6. fo(z) =3 +3

T fr(x) =5

8. fs(z)=+vzr+2
9. fo(z) =z +2

10. fio (7) =
‘(w +1)2-10

11. fu (l‘) _ sin(ax)

ax

12. f12 (:L‘) =2 |x| +3

Les résultats ci-dessous sont donné pour vérification, mais le but de cet exercice est
d’apprendre a tracer approximativement (et rapidement) les fonctions & partir de connais-
sance sur des fonctions simples. Par exemple, pour f;(z) on pourra commencer par se
rappeler comment tracer 2 puis comment "décaler" une fonction pour terminer le tracé.
On peut également utiliser des points particuliers pour effectuer un tracé.

450

31 F

321

33

34

=35

36

-37r

38 1

-39

)

[

FIGURE 1.1: fi (x) = e™**

.
-0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

FIGURE 1.2: fo (z) = 2% — 4

13

0.8



FIGURE 1.3: f3(2) = =i

09

0.8

0.7 [

0.6 -

05|

0.4

03

02

0.1

FIGURE 1.4: f; (z) = e~ l#1

FIGURE 1.5: f5 () = — (z — 1)?
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150

100 -

FIGURE 1.6: fg(z) = 2 +3

J X0

08|

0.6 -

0.4

0.2

02

04t

-06

-08 -

FIGURE 1.8: fg (z) = Vo + 2
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FIGURE 1.9: fy (z) = \/z + 2

FIGURE 1.11: fi (z) = (o)

ax
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FIGURE 1.12: fi9 (z) = —2|z|+ 3

|
— A Taide d’un tableau de signe, étudier la fonction f (z) = x —1—In (z) sur |0, +oo],
en déduire que In (z) <z — 1.
>0siz>1
Il nous faut la dérivée de f (z) ainsi que son signe, f'(z) =1 -1 = =0siz=1

<0six€]0,1]
On a de plus lirghf () =400, f(1)=0et l_zg@ f (z) = +00. On obtient donc le tableau
T— z oo

suivant

£(x) ] +

f(x)

Et en en déduis que f(z) >0 doulin(z) <z — 1.1

_lal g
— Soit la fonction f (z) :{ 1-7sife|<T
0 sinon

f(SC), f(2£[?), f(x_z)v f(Q—SC) etf(xT_l)

. Tracer, en fonction de z, les fonctions

1-F7s50<2<T

rsix >0 e
= - = = — < <
On se rappelle que |z {—xsiang’donc f(z) 1+ 7 si .T_a:_0.0n
0 sinon
reconnait I’équation de deux segments passant par les points (0,1) a (7,0) et par les
points (0,1) & (=T,0), c’est-a-dire un triangle entre z = —T" et x = T". Les quatre autres

fonctions & tracer ne change pas la « nature » triangulaire de la fonction initiale puisque,
pour n’importe quelle droite g () = az + 3, la fonction g (¢/z + ') = ad’z + B’ + 3 est

17



toujours une droite. Il suffit donc d’étudier ici le support de chaque fonctions pour pouvoir
les tracer. Pour f (2z), on a donc comme support —7" < 2z < T et donc —% <z< % Pour
fx—=2),ona -T<z—-—2<Tetdonc—-T+2<x<T+2 (on aurait aussi pu utiliser
I'argument que pour une fonction g (z) donnée, la fonction g (z + «) est la translatée a
gauche (droite) de g (z) si « est positif (respectivement négatif)). Pour f (2 —x) on a
—T<2—2<Tdonc —T+2 <z <T+2 (on pouvait aussi remarquer que f (z) est une
fonction paire donc f (z —2) = f (2 — x)). Enfin, pour f (£;2), on a —=T < £32 < T donc
2T+1<x<2T + 1.

f(2x) 3\ f(x-2)=f(2-x) o\ f((x-1)/2) s
1 1 1
> / ! > / H »
-T/2 T/2 X -T+2 2 T+2 X 2T+1 1 2T+1 X

[ |
— Justifier soigneusement (mais sans ’étude d’un tableau de signe) de la positivité des
2
¥y .
fonctions suivantes : f; (y) = { Y¢ * StY 20 fa () =cos(x)+1, f3(x) = ﬁ,
0 sinon
a(1-z)fsio<a<
f4 (x) — { z (1 :Zé]) .SZO ST 1 , et f5 (Z) — 6—a7’ctan<—z3).
sinon

On a fi (z) > 0 puisque qu’il s’agit du produit de y > 0 par une exponentielle qui est
toujours positive par définition. Pour fs (x), sachant que —1 < cos (z) < 1 on a directement
0 < fo (x) < 2. On sait que 22 > 0 donc f3 () est un rapport de nombres positifs. Puisque
0<z<lonal0<1—=z<1et fi(x) estle produit de deux nombres positifs (quel que
soit le signe de « et ). Enfin une exponentielle est toujours positive (et définie sur tout
R), donc quel que soit son argument (ici —arctan (—23)) il s’agit toujours d’une fonction
positive.ll
— Donner, si elle existe, la parité des fonctions suivantes : f1 (z) = sin? (z) —2cos (z) —1,
fa(2) = cos (2) sin (3), f5 () = 475, fa (@) = 25 et f5 (z) = ze™",

Dans tout les cas, on calcul f; (—z) et on regarde ce que 'on obtient. Nous avons
f1 (=) = sin® (—x) —2cos (—z) —1 = (—sin (x))* —2cos (x) —1 = f1 ()

donc la fonction f; (z) est une fonction paire.

fa(—=2z) = cos (—z) sin (—%) = —cos (z) sin (%) = —fa(2)
donc la fonction f; (z)est une fonction impaire.
—y—3
fs(=y) = m
donc la fonction f3(y) n’est ni paire ni impaire.
1
B = i = o)

18



donc la fonction f4 (z) est une fonction impaire.

f5(—2) = e (o)’ = 15 (x)

donc la fonction f5 (z) est une fonction paire.ll

— Donner la parité d’un produit et d’une somme de deux fonctions paires, de deux

fonctions impaires et d’une fonction paire et une fonction impaire.

On pose s (z) = f1(x) + fo (z) et p(x) = f1(x) f2 (). L'exercice est plus abstrait mais il
s’agit toujours de regarder le comportement de s(—x) et p(—x). Il est important d’avoir
en téte ce type de résultats pour calculer plus rapidement certaines intégrales intervenant
dans les différentes transformations (Fourier, Laplace) ainsi que pour le calcul de certaines
espérances mathématiques qui seront vu au cours de 'année du L3.

Si f1 (z) et fo (x) sont des fonctions paires alors s (—x) = f1 (—z) + fo (—2) = f1 (z) +
fa(z) = s(x) et la somme de deux fonctions paires et une fonction paire. Nous avons
également p (—z) = f1 (—x) fa(—x) = f1(x) fo (z) = p(z) et le produit de deux fonctions
paires et une fonction paire.

Si fi(x) et fo(z) sont des fonctions impaires alors s(—x) = f1(—x) + fo(—x) =
—f1(z) = fa () = —s (x) et la somme de deux fonctions impaires et une fonction impaire.
Nous avons également p (—z) = fi (=) fo(—z) = fi(z) fo (x) = p(z) et le produit de
deux fonctions impaires et une fonction paire.

Si f1 (z) est une fonction paire et fs (x) une fonction impaire alors s (—z) = f1 (—z) +
fo(=x) = fi(z) — fo(x) et la somme n’est ni paire ni impaire. Nous avons également
p(—z) = f1(—x) fo(—x) = —f1 (x) fo (x) = —p (z) et le produit est une fonction impaire.l

— Montrer que les fonctions suivantes sont périodiques et indiquer leurs périodes :

f1(z) = cos (x), fo (x) = cos(wx), f3(x) = Acos(wx + @), fi(x) = cos (2nfx) + 1,

f5 (z) = sin (2z) — 2cos (%), fe (z) = cos (z) sin (z), f7 (x) = cos? (x) — cos (x) — 1

et fs(t) = 27112:1 cos (nwt).
On rappel? quil faut déterminer les plus petit Tj—; g positifs tels que fi(x) = fi(z +
T;) pour tout z dans le domaine de définition de f. Evidement, I’étude détaillée vue
au lycée de la fonction élémentaire cosinus montre que 73 = 27 (on a la méme chose
pour la fonction sin (x)). Concernant fs (x), on cherche donc la valeur de Ty telle que
cos (wr) = cos(w(x+T3)) = cos(wx 4+ wTy) ce qui entraine wTy, = T = 2. Donc
T, = 22, Concernant f3(z), on cherche donc la valeur de Tj telle que Acos (wz + ¢) =
Acos (w (x + T3) + ¢) = Acos (wx + ¢ + wT3) ce qui entraine également wTs =T} = 27 et
donc T3 = %” L’amplitude A et la phase ¢ n’entrainent donc pas de modification de la
période d’un signal « sinusoidale » et seule la pulsation w compte. Concernant fy (x), on
cherche donc la valeur de Ty telle que cos (2w fx) +1 = cos (2nf (z + T4)) + 1. On a donc
directement Ty = % en posant w = 27 f dans fa (z). Concernant f5 (x) ), on a que sin (2z)
est de période w et que —2cos (%) est de période 47. Donc Ty = 47 d’aprés la note de bas
de page (ii). Concernant fg (), on peut trouver facilement qu'une période est 27 mais il
existe une plus petite période qui est T = 7 puisque fg (z + ) = cos (x + ) sin (z + ) =
—cos (z) x (—sin (x)). Concernant f7 (z), la constante ” —1” ne joue aucun role dans 1’étude

2. Rappelons que, contrairement & ’étude de la parité de fonctions, la période du produit, de la somme,
de l'inverse et du quotient (lorsqu’ils sont définis) de deux (ou plusieurs) fonctions périodiques n’est pas
nécessairement une fonction périodique. Nous savons néanmoins que (i) La somme, le produit, I'inverse
et le quotient (lorsqu’ils sont définis) de deux fonctions périodiques de méme période 7' sont également
périodiques de période T'. (ii) Soient fi une fonction périodique de période T4 et f2 une fonction périodique
de période T>. On suppose qu’il existe deux entiers ni,ne € N* tels que n1 Ty = n2T5. Alors la somme, le
produit, U'inverse et le quotient (lorsqu’ils sont définis) sont périodiques de période n1Ti = n2T> mais cette
période n’est pas nécessairement la plus petite. (iii) Soit f fonction périodique de période T et a € R*,

. o PN Py T
alors la fonction g (z) = f (ax) est périodique de période .
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de la périodicité, cos? (x) est périodique de période 7 et cos () est périodique de période 27
donc T7 = 27 d’aprés la note de bas de page (ii). Enfin, concernant fg (z), on a cos (nwx)
qui est périodique de période ETZ Vn=1...12, donc Ty = %ﬁ.l
%x — % stx>1
0 sinon

3 T on
—5T+ 581 >3

— Soient les fonctions fi (z) = 1V, fa () = 0 sinon

) ={

ar+ Bsix>T
ot falz) = { 0 stnon
f(x) = fi(z)+ fo(x) + f3(x) + fa(x) soit de la forme suivante :

. Donner les valeurs de a et 8 pour que la fonction

fx) a

A
= v

On constate que les fonctions sont définies aux mémes points d’abscisses apparaissant
dans la fonction « cible » f (z) (heureusement), donc on peut raisonner graphiquement.
Nous n’avons affaire qu’a des segments de droite donc une analyse simple permet de tracer
les trois premiére fonctions

f1(x) Rouge
f2(x) Noir
3(x) Bleu A

Pente 3/2

5/

Pente -3/2

et donc la fonction fi (z) + f2 (z) + f3 () est la suivante
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fL(X)+2(x)+(3)

v

Donc on cherche la fonction f4 (x) telle que
) =4=fT)+ LM+ (7)) +f1(7)=1+10-T+Ta+

d’ot 'on tire 7 + B = 0. De plus, la pente de f4 (x) doit étre a = —2 par identification
avec f (). On en conclu que 5 = 14.1

1.6 Continuité, continuité par morceaux, dérivabilité, etc

— Dessiner ou donner plusieurs exemples de fonctions CO Cl C CO ar morceaux
) ) ) )
Cl par morceaux, CO mais non Cl.

Certaines fonctions, V2 € R, comme e”, cos (), 22 (ou n’importe quel polynémes) sont de
classe C* et donc CY et C' (n’importe quelle combinaison linéaire entre toutes ces fonctions
est également C*). Il en est de méme pour [n (x) mais seulement sur son domaine de
définition R™*. La fonction % n’est pas C° Vo € R. La fonction |z| est C° Vo € R mais pas

k+1

C! car non dérivable en 0. Pour tout k¥ € N, la fonction |z| est de classe C¥ mais pas

. x?sin (L) siz #0
plus. La fonction f (x) = { 0 gfi — 0
dérivable (la dérivée n’est pas continue car il n’existe pas de limite & droite et a gauche en
0). Concernant la continuité par morceaux, pour une fonction f (x) définie sur un segment
[a,b], il faut que f(z) admettent un nombre fini de points de discontinuités?® et qu’elle
admette une limite finie & gauche et a droite en chaque points de discontinuités (ces deux
limites non pas besoin d’étre égales). Aux points de discontinuités, la valeur de la fonction
doit également étre finie (une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée)
mais, encore une fois, peut étre différente des limites & gauche et a droite. Si maintenant
f (z) est définie sur un intervalle de R qui n’est plus nécessairement un segment, alors on
dit que f (x) est continue par morceaux sur cet intervalle si elle est continue par morceaux
sur tout segment inclus dans cette intervalle. Enfin, il n’est pas nécessaire que la fonction
soit bornée sur les bords de l'intervalle (en particuliers en +0o si on considére les fonctions
définies sur R) et, toujours dans le cas de fonctions définies sur il peut donc cette fois-ci
y avoir un nombre infini de points de discontinuités. Par exemple, toutes les fonctions
"en escalier" (avec une valeur finie en chaque points de discontinuités) sont continues par
morceaux. La fonction ci-aprés est continue par morceaux.

est C¥ Vo € R mais pas C! bien qu’elle soit

3. La fonction est donc C° en dehors de ce nombre fini de points de discontinuités.
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f(z1)

f(zo)

Mais la fonction définie par f(z) = 1/x pour z # 0 et f(x) = 3 pour x = 0 n’est
pas continue par morceaux car les limites & gauche et & droite du point de discontinuité
x = 0 sont infinies. Concernant les fonction C' par morceaux, il faut que la fonction soit
C® par morceaux, puis qu’en dehors des points de discontinuités elle soit C', quelle soit
dérivable a gauche et a droite de chaque points de discontinuité et enfin que cette dérivée
admettent dune limite finie & gauche et & droite. La fonction "dent de scie" 2w —périodique
définie par f () = z si —7 < x < 7 et la fonction "créneaux" 2w —périodique définie par

B 1sixz e [0,n]
fl@) = { —1lsiz e [—n,0]
C! ou méme C%). La fonction "triangle" T—périodique (T > 0) définie par f(z) = || si
—L2 <2 < L est continue (C°) et C! par morceaux. Enfin la fonction tangente (qui est
périodique de période 7 n’est pas C' par morceaux. l

2

sont C! (et donc C°) par morceaux (mais elle ne sont pas

— Soit f(z) = { 1- e(;T‘ stz 20 , montrer que f (x) est dérivable en zéro calculer
sinon

sa dérivée.
Ce genre d’étude est utile pour I’étude des circuits électriques (et des systémes en général)
pour connaitre le comportement du circuit lors du démarrage de celui-ci, par exemple, en
automatique on peut savoir si I'on a affaire & un circuit du ler ordre ou du 2eme ordre
avec cette simple analyse. Ici, la fonction est dérivable partout sur |—oo, 0[U]0, 400 car les
fonctions constantes et exponentielle le sont. Pour montrer que la fonction est également
dérivable en zéro il faut étudier li?gL f(z)et lir())z+f (x). Ici nous avons lim f (x)=lim 0 =
T - x

x—0~ z—0~

22

Oet lim f(z)= lim1l—e 2 = lim 1— ¢ =0. Donc
z—0+ z—0t z—0+

0 stnon

322
f’(x) :{ re 2 stx >0

|
— Donner I'argument du maximum des fonctions suivantes : fi (z) = —22+1, fo (z) =
—(z+1)% et f3(z) = arctg(3) — arctg(3).
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On peut montrer facilement que les trois fonctions n’admettent qu'un seul maximum, donc
en dérivant en zéro, on obtient argmax fi (x) = 0, argmax fa (x) = —let argmaxz fo (x) =
€T x x

arctg\/g — arctg\/%.l
ze “Tsix >0

— Soit f(w) = { 0 stnon

donner sa dérivée sur ]0, +o00[, son maximum et l’argument de son maximum.
Ona lim f'(z) =0et lim f'(x) = lim (1 —wz)e
z—0~ z—07F x—07F

, montrer que f (z) n’est pas dérivable en zéro,

~«T = 1. Puisque les deux limites sont

différentes il vient que f (z) n’est pas dérivable en zéro. Sur |0, +ool, f' (z) = (1 — wz) e™“*

et mazf (z) = f'(z)|,_o = L et argmazf (z) = L. M

— Soit f(z) = e~ 1*l, montrer que f(z) n’est pas dérivable en zéro et donner son
maximum et I’argument de son maximum.

La fonction f (x) n’est pas dérivable en zéro car |x| n’est pas dérivable en zéro. En effet,

lim |x| = lim —x = —1 # lim |x| = limx = 1. Puisque f(x) est une fonction
—0 z—0t z—0t

strictement décroissante sur [0, 00| et strictement croissante sur |—oo, 0] le maximum est
en = 0 et 'argument du maximum est f (0) = 1.1

1.7 Intégration

On supposera toute les intégrales de cet exercice convergentes (une mise au point sur
la convergence des intégrales sera vu lors de 'UE 301 Analyse Fonctionnelle). En 'ab-
sence d’indication, choisissez la meilleur méthode pour calculer les intégrales demandées
(primitive, intégration par partie ou changement de variable).

Remarque : bien sire, le calcul intégrale utile pour 'E3A ne se résume pas & ces seules
exercices. On a compiler ici seulement quelques calculs simples (mais utiles!) qui « piegent »
malheureusement souvent une partie des étudiants.

— Calculer fol 2 (1 — )% dz pour >0
Il y a plusieurs méthodes pour obtenir la primitive (IPP, changement de variable, etc.) On

obtient [z (1— x)ﬁ dr = _(1_9(%111)(((;:21))36“) + constante. Ce qui donne pour l'intégrale
EE .

— Calculer f;roo w—li),dx et fioo ﬁdw
Puisque xig =23 et ﬁ = x_%, on obtient directement f1+oo m%da: =3et f1+oo ﬁdm =

2.1

— Calculer 0+°° efy(ﬁ“)dy

La primitive est directe car, ici, la variable d’intégration est y et non x. Donc f0+°o e Y(# 1) gy =

B
0

241 241"

% s10<x <2
0 sinon

fj;o 22 f (x) dx et f_JrOOOO e f (x) de (i2 = —1).

— Soit la fonction f(z) = { , calculer les intégrales fjoooo xf (z)dx,
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oo 2 2iu_1
/ ewxf(x)da:—/ewzdaf—e_—---
0

S U

[ |
e *Tsix>0
0 stnon

/_fo(a:)dx:/oooxe_xd:czl

/ 22 f (z) dx = / zle ™ %dx = 2
0

— 00

— Soit la fonction f(x) = { , calculer les intégrales fjoooo zf (x)dx et

f_Jr;o 22 f (x) dw

en utilisant une IPP.

en utilisant une double IPP.Il
oar+2ast —2<xr<-—1

— Soit la fonction f (z) = asi —1<x<1 . Dessiner la fonction, donner
0 stnon
la valeur de o pour avoir [ 7 f (z) dz = 1 et calculer f91,5 f(x)dx
La fonction est définie par morceaux, elle est constante (non nulle) sur [—1, 1], définie par
I’équation d’une droite sur [—2, 1] et nulle partout ailleurs. Pour tracer la droite il suffit de
connaitre deux points particuliers. Ici on a directement f(—2) =0et f(—1) = a. Donc le
tracé est le suivant :

fxX) a

On cherche ensuite la valeur de a telle que fj;o f(z)dz = 1. On peut raisonner
graphiquement avec l'aire sous la courbe directement (on peut aussi passer par le calcul
intégrale direct mais c’est plus long). On obtient que

oo ! 2
/ f(:c)da:zl@i—i-Za:l(:)a:g

—00

22

— Soit la fonction f (x) = re T stz 20 , calculer I'intégrale fj(;o f (z) dz (justi-

0 sinon
fier pourquoi une IPP ne marche pas ici)

N

T

Une IPP ne marche pas car il nous faudrait la primitive de la fonction e™ 2 qui n’existe
pas (mais cette fonction interviendra souvent en L3 et M1 E3A). Ici la primitive est directe

/
en remarquant que (eamz) = 2axe®”, On obtient donc

+oo +o0 22 22 +oo
/ f(z)de = / xe  2dr = [—6_2] =1
—00 0 0
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[ |
ast —1<r<let —1<y<2

0 sinon
grales fj;o fj;o [ (x,y) dzdy et fj;o fx,y)dy

Il s’agit d’une fonction de deux variables « simple » puisque elle est égale a une constante

(non nulle) ou zéro. On peut donc la représenter graphiquement comme un parallélépipede

rectangle de hauteur o de longueur 2 et de largeur 3. Donc l'intégrale double représente

le volume V' de ce parallélépipéde rectangle et on a V = 2 x 3 x a = 6a. L’intégrale

simple représente 'aire sous la surface f (z,y) le long de 'axe y, on a donc sans calcul
3ast —1<xr<1

, calculer les inté-

— Soit la fonction f(x,y) = {

+00
= . i
S22 f(x,y)dy { 0 sinon
1 .
= <u<?2
— Soit f (u) = { 2500 ="=2studier et tracer en fonction de x la fonction g(x)=
0 sinon
5 f () du.
La fonction f est un rectangle de hauteur % entre 0 et 2. Il faut ici réfléchir & comment

varie la variable 2 (qui appartient aux réels). Siz <0, ona [ f(u)du= [* _0du = 0.
Si cette fois 2 > 2, on a [*_ f(u)du = fg%du =1x2=1etenfinsi0<z<2 on
obtient [*  f(u)du = [ $du = % ce qui correspond a une droite. Donc le tracé de la
fonction g (z) est

ax) a

1.8 Séries de Fourier

— Déterminer le série de Fourier (termes en sinus et cosinus) de la fonction 27 —périodique
définie par f(z) =z si —m <z <.
Cette fonction est impaire, les coefficients en cosinus a,, sont nuls et la valeur moyenne est
nulle (ag = 0). On a par définition : b, = L [7_zsin (nz) dz = (—1)"*! 2 en utilisant une
intégration par partie. B
— Déterminer le série de Fourier (termes en sinus et cosinus) de la fonction 2r—périodique
: lsiz € [0,7]
définie par f (z) = . ’ .
par f (z) { —1lsiz e [—m,0]
Cette fonction est impaire, les coefficients en cosinus a, sont nuls et la valeur moyenne

est nulle (ap = 0). On a par définition : b, = —1 EW sin (nz)dz + L [ sin (nz)de =
. 1 si . 0 si .
2 (1 — cos (nm)). Puisque cos (nm) = { St pare ,onab, = { 4 St npare
—1 si nimpaire —— sinimpaire

— Déterminer le série de Fourier (termes en sinus et cosinus) de la fonction T—périodique
(T > 0) définie par f () = |z|si =% <z < L. En posant T = 2, et en utilisant la
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condition de Dirichlet ou le théoréme de Parceval, en déduire la valeurs des séries
+00 1 ot +00 1
n=0 (2n41)? n=0 (2p41)%"
Cette fonction est paire, les coefficients en sinus b,, sont nuls. On a par définition : ag =
T/2

T fTﬁQ |z| dox = T OT/2 xdr = % et ap = % o~ wcos (%mc) dz. A I'aide d’une intégration

0 st n paire

. : _ T ((_1\" _ o . . L, .
par partie, on obtient a, = — 2 (-D)"—-1)= (3T)2 si n impaire .SiT = 27, lasérie

de Fourier s’écrit donc f (v) = g—% ;:Of] % La fonction f est continue et C! par
morceaux. Elle vérifie donc les hypothéses du théoréme de Dirichlet, et en particulier, pour
2
z =0, il vient > % 2k+1) = Z-. Enfin, écrivons I'égalité de Parseval : 5= [* 22dx =
2

T 1 +o00 1 7t
—rlix i 1 v yoce 1 — 1
1 3 k=0 (Qk 1)4 En ISO].ant la somime, on trouve dOnC k— 0 (2]€ 1) = 96 .

— Determlner le série de Fourier (termes en sinus et cosinus) de la fonction 2r—périodique
définie par f(z) = 22 si —7 < = < 7. En utilisant la condition de Dirichlet ou

le théoréme de Parceval, en déduire la valeurs des séries 129 % teLoe
? n=1 n2> n=1 n
TS e
n=1 n2 :

Cette fonction est paire, les coefﬁmentb en sinus b, sont nuls. On a par définition : ag =
%r fjﬁ 22dr =" et a, = 2 fo x?cos (nx) dz. A I'aide d’'une double intégration par partie,

?
on obtient a, = (—1)" 4 —5. La fonction f est continue et C! par morceaux, on a donc
Vo € [-m, 7] a? = Ly o ()" % Si lon fait 2 = 7, on obtient S

_q\n+1

%2. Si lon fait x = 0, on obtient > ( 171)2
demandée, il faut pouvoir mettre les coeflicients au carré, et c’est ce que 'on obtient
dans I’égalité de Parseval, que I'on peut appliquer ici puisque f est continue. On obtient
1 (™ 4y, _ x| 1y +oo 16 too 1 _ ot
ar Jopawtde =T+ 33050 ot et done 35 oy = 55

— Déterminer le série de Fourier (termes en exponentielle complexe) de la fonction

2w —périodique définie par f (z) =e* si —m < x < 7.

La fonction n’est ni paire ni impaire. Soit i le nombre imaginaire pur tel que i = —1.
Les coefficients complexes s’écrivent ¢, = % ffﬂ eTe " dx ¥n € Z. On obtient facilement

en = 2l (<1)" (1 + ni) W

— Mettre sous la forme s (t) = Acos (wt — ) les fonctions s (t) = cos (5t) + sin (5t),
s2 (t) = cos (25t) + /2sin (25t) et s3 (t) = —sin (3t).

ﬂ1n2:

ﬁ. Pour calculer la derniére somme

s1(t) =2 (\fcos (5t) + \fsm (5t)> = V2cos (575 — %)

s9 (t) = V/3cos (25t — ¢) avec cos (¢) =

Sl

s3 (t) = cos <3t + g)

[ |
— Représenter les spectres d’amplitude et de phase de la fonction suivante s(t)=cos(wt)+
5cos(2wt) + 5sin(2wt) + sin(3wt) — cos(3wt) — v/2cos(4wt).
Par identification, on a directement a9 = 0, a; = 1, by = 0, ag = 5, by = 5, a3 = —1,
bs3=1,a1=—-v2,bs=0,et Vn>5a, =0et b, =0. Donc, 41 =1, ¢ =0, Ay = 52,
Gpo=T, A3 =2, ¢3=3 Ay =V2, ¢y =T, etVn>5A4,=0,¢,=0M
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Chapitre 2

Algebre

2.1 Ensembles

— Soient les ensembles A = {1,5, —12,m,1log(3)}, B ={0,—1,-12,1}, C = {—7,co0s(2),24, 7}
et D =N. Donner ANB, AUB, ANBNC,AUBUC, AnNBUC, An(BUCQC),
BNDet BUD.

On a facilement
ANB={-12,1}

AUB={1,5,-12,7,1log(3),0,—1}

ANBNC ={-12,1} Nn{-7,co0s(2),24,7} =0
AUBUC ={1,5,-12,m,10og(3),0,—1,—-7,cos(2), 24,7}
ANBUC =(ANB)UC ={-12,1,-7,co0s(2),24, 7}
AN(BUC)=AN{0,-1,-12,1,-7,cos(2), 24,7} = {1, —12, 7}
BnD={0,1}
BUD={-1,-12} UN

|

— Soient les ensembles A = {0,1,5,10} et B = {itq0 < i < 10}. Donner le complé-

mentaire de A dans B.

On peut réécrire B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Donc on cherche tout les éléments de B
qui ne sont pas présent dans A. Le complémentaire de A est not¢“ A, A® A. En cas de
risque de confusion, si I’on veut préciser que 'on parle du complémentaire de A dans B,
on note CgA. On obtient immédiatement CpA = {2,3,4,6,7,8,9}.1

— Donner des exemples d’ensembles fini, dénombrable et infini (non-dénombrable).
Attention a la différence de notation entre {}, [|, [[, () etc.

Exemples d’ensembles fini :

{14}
{-1,2,30}
{(,j) eN?tq1 <i<6,0< 5 <6}

Exemples d’ensembles dénombrables : N, Z, Q, 'ensemble des nombres paires/impaires,
Pensemble {(i, j) € N?}
Exemples d’ensembles infini : R, R*, [0,1], [0, 1[, R?, C, I'ensemble [a,b] V (a,b) € R2.H
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— Soit I'ensemble Q = {(i,7,k) e N>tg1 <i<6;0<j<6;2<k<10}. Donner le
cardinal de €.
Card(Q) =6 x 6 x 12 = 432.1
— Pour tout n € N, soient les ensembles F,, = {% tgl <i< n} avec ¢ € N. Donner
UN B, etn)_ | E,.
On a

et

|
— Soit un ensemble fini £ C N. On note u l'application telle que VE, p(E) =

lsine E

+oo _ :

220 0n (E) avec §y, (E) = { 0sing E Calculer 11 ({1,2,3,4}) puis 1 ({2, 5,90}).
A quoi correspond 'application p en pratique ?

On écrit directement

—+00
p({1,2,3,4}) = > 6, ({1,2.3,4})

n=0
=d0({1,2,3,4})+01 ({1,2,3,4})+02 ({1,2,3,4})+03 ({1,2,3,4})+d4 ({1,2,3,4})+d5 ({1,2,3,4})+- - -
=0+1+1+1+1+0+0+---=4

De méme pour 1 ({2,5,90}) les seuls éléments non nuls (et égaux a 1) dans la somme
sont d2 ({2,5,90}), 05 ({2,5,90}) et dgo ({2,5,90}), donc u({2,5,90}) = 3. L’application
i (E) correspond donc au cardinal de I'ensemble £.H

2.2 Manipulation de vecteurs et matrices

1 2 0 1
— Soient A= 2 —1 0 | etx= | xo |. Est-il possible d’effectuer les calculs
0 0 4 T3

suivant ? zx, zxl, xTx, AxT, 2T A, zA, 2T Az, zaT A, AAT, AA,  AAT et 2T AT Az
Si oui, donner le résultat ainsi que la Trace lorsque cela est possible.
Redonner la définition d’un produit de matrices quelconque (avec les bonnes dimensions
pour avoir un résultat consistent)

xx = impossible
x% T1Tx2 I1X3
zz! = r1T9 x% ToXs3 , trace (ch) = x% -+ x% + CL‘%
T1Tx3 T2X3 w%

ale = 2% + 23 + 23, trace (v7'x) = 2} + 23 + 23
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Az = impossible
A = impossible

el Ax = 22 — 23 + 422 + dxy20 = trace (xTAm)

2 T 7173 1 2 0 x1 (21 +x2) 21 (201 —22) 47173
ret A= | zi29 3 o3 2 =1 0 | = z2(x1+222) 22221 —2x9) 4dxsxs |,
T1T3 Towy T 0 0 4 z3 (21 + 232) 3 (271 —22) 423
avec
trace (:m;TA) = ] — 23 + 423 + 32179
5 0 0
AAT =AA=| 0 5 0 |car A=AT, trace(AA) =26
0 0 16
zAAT = impossible
T AT Az = 522 4 523 + 1622 = trace(z AT Az)

[ |

— Dans R3*3, donner un exemple de matrice non diagonale : a. de déterminant nul,
b. symétrique, c. inversible, d. non inversible, e. de rang 3, f. de rang 1.
Il s’agit d’exemples de solutions parmi tant d’autre mais le but est ici de laisser ’étudiant
proposer par lui-méme en exécutant un exercice inverse a ce qu’il a 'habitude de faire (et
aussi de réviser les différentes notions + la régle de Sarrus + éventuellement le pivot de
Gauss)

111 1 5 -2 1 5 -2 111 12 3
al 11 1 |bl 5 -4 =3 ),c|l 5 -4 -3 ],dl111]|,el 24 8
111 —2 -3 2 —2 -3 2 11 1 3 7 10
123

fl2 46 |m

36 9

2.3 Déterminants et inversion de matrices

4 2 7T b2 0
Calculer les déterminants des matrices suivantes : , 1 2 -1 0 |,
1 -3 2 2
0 0 4
1 2 1
et | 2 —1 —4 | puisdonner leurs matrices inverses si elles existent (on utilisera de pré-
1 2 4
férence la méthode de la comatrice).
1 2 0 1 2 1
le _23 = —14, ; ; ‘:0, 2 -1 0|=-20,]2 -1 —4|=-151
0 0 4 1 2 4
2.4 Matrice définies positives
2 -1 0
— Montrer que la matrice M = | —1 2 —1 | est définie positive.
0o -1 2
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Soit 2 € R¥*! un vecteur non nul, alors 7 Mz = 22 + 22 + (21 — 2) + (22 — x3)* est
une quantité toujours positive puisque c¢’est une somme de 4 termes positifs. On peut aussi
calculer les valeurs propres de la matrice M est montrer qu’elles sont toutes positives (ici
on trouve {2 —V2,2,2+ \@})l

— Donner les conditions pour qu’une matrice diagonale soit définie positives.
Tout les éléments de la diagonale doivent étre positifs.H

2.5 Produit scalaire

2 I
— Soient u=| —1 |etx=| zo |, écrire (u,x)
2 T3

Il faut bien avoir en téte les différentes notations totalement équivalente du produit scalaire

(c’est-a-dire la notation matricielle ou la notation termes a termes avec une somme). En

effet, on peut écrire selon le probléme pour des vecteurs de taille n, (u,z) = v’z = 2Ty

ou encore (u,x) = Y ;- u;x;. Ici, simplement, nous avons donc
(u,z) = 2x1 — T2 + 229

[ |

— Soient v € R", z € R" et y € R", démontrer que (u,z + y) = (u,z) + (u,y)
Selon notre préférence de notation du produit scalaire, nous obtenons :

Avec la notation matricielle

(wz+y) =u’ (z+y) =uz+u'y= (uz)+ (uy)

Et avec la notation sous forme de somme
n n n n

(u,z +y) = Zuz (i + i) = Zuwﬁz + Uiy = Zuz$z + Zulyl = (u,z) + (u,y)
i=1 i=1 i=1 i=1

[ |
— Soient u € R™, a € R™, z € R" et A € R™ " démontrer que (u, Ax +a) =
(AT, z) + (u,a)
Avec la notation matricielle

(u, Az 4 a) = u” (Azx + a) = vl Az +ula = (ATU)T z+ula

2.6 Décomposition en éléments simples

Décomposer en éléments simples dans R les fractions rationnelles suivantes :

1 222 +1 i1
L 4 (z2—1)> 0. (z+1)*(22+1)
2 x242z+5
T x2-3z+2
3 341 1
3. (xfl)(mxf2)(x73) 5. (x—1)3 7 z(z+1)(x+2)

Pour la derniére décomposition, en déduire la limite lorsque n — 400 de la somme

Sn = Xkt FEHTD)
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1 1 1 1 1 1

m3—x::c(x2—1):x(x—1)(x+1):_§+2(m+1)+2(x—1)
x2+2a:+5_ w2 +2r+5 _ 8 n 13
2-3r+2 (r—1)(x—-2) r—1 x—2
? 1 8 27
(x—1)(x—2)(z—3) 2(x—1) (z—2) 2(zx—3)
20 +1 22?41 _1( 1,3 L, 3 >
(22 -1 (z—1@+1)* 4\z-1 (z-10° z+1 (z2+1)
z? +1 PR .
(z —3)° =3 (@-3 (¢-3)
zt+1 _ T 1 n 1
(z+ 1) (22 +1) 22+1 z+1 (z+1)°
1 1 1 1

rer)@+2) 2 a4l 2@+
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Chapitre 3

Divers

3.1 Identification

Les problémes d’identifications de fonctions, intégrales, etc. sont trés souvent utilisés
en génie électrique car vous serez amener & étudier certaines structures de fonctions en
cours puis lors de la résolution de problémes pratiques, les fonctions serons modifiées par
la physique et il faudra s’adapter... De la méme maniére certain résultat de calculs inté-
grales sont connu pour un type de fonctions, et I'ingénieur doit savoir comment modifier

légérement le calcul pour ne pas avoir a refaire toute la démonstration.
2
T—a)

_(z=e)?
— Sachant que % f_Jr;o e 27 dx = 27 et sans effectuer de calcul intégrale, donner le

952
résultat de l'intégrale f0+°° ez dx.
_ (x—a)2
On remarque que si on pose y = 1 et a = 0 dans l'intégrale donnée alors % fj(;o e 2 dx=

12 12
fjoooo e~ 2 dxr = 2. Puisque la fonction est paire on obtient que f0+°° e~ 2 dr = . On peut

aussi demander la calcul de f0+oo e‘ﬁdaz ot il faut cette fois ci poser y = V2 et a = 0 et
I'on obtient /2.1
— Identifier les fractions rationnelles 1 fo et 20;}3100 pour donner les valeurs de K et
T.
La premiére contrainte est d’avoir 1 pour la constante du dénominateur. Donc en effectuant
une factorisation, nous avons

0 10
20z +100 100 (2% x + 1)

1
10
Z
5 +1
Nous pouvons donc conclure que K = % et T = %.I

— TIdentifier les fractions rationnelles ——£&
L+2ﬁx+l
a2 @

10
t > o.7100 POUr donner les valeurs

de K,;m, et .

De la méme maniére on on obtient K = 1—10, m = %, et « =10.1

2,2
2 . _n°f . ,
— Sachant que fj;o e o2 T g — \/ge o, et sans effectuer de calcul intégrale,
2
p e 4z 1 +oo L dirfx
donner le résultat de I'intégrale T f—oo e fte dx.

. _ﬁ ; 2 r2
On remarque directement que a = ﬁ donc fj;o e~ awe 2T iy = \/Atre= T et

| ~2irfa g —Atn? f2
e 4te Xr =€
\Y 47Tt /oo
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3.2 Nombres complexes : manipulation d’impédances et d’ad-
mittances

Vérifiez ’homogénéité des équations suivantes en supposant que R, Ro sont des résis-

tances, C' une capacité et L une inductance. Par convention, Z est une impédance et Y
. . R . . P(7 <

une admittance. Pour celles qui sont homogénes, simplifiez-les sous la forme Uw) o3 P et

Qjw)
@ sont des polynémes. j est le nombre imaginaire pur tel que j? = —1.
1. 7z = teh
Rt5em
R
qu{
Rt —A—
2. 7 = Ry——19
jRLw
3. 7 = Jil
R+m
j RLw
4. 7 = — =2
jLw+R+7qu}+R
L
jLw+R+—"2
R+].C%
_ 1,1
6. Y—jC’w—i—R—i—jLw
— 7 1 1 1
7. Y*]MC"FF"’_}TQ"']'LT
Z =l
Rt5a5

Homogéne (Ohms).

_ JRRyCw
1+ jRCw
R
J'T?l
o R+ﬁ
Z = I R+%
Homogéne (Ohms).
R
7 = R, JRCwH1
- 1
R+ jCw
'jRCw
7—R JRCw+1
2jRC’w +1
B JRRyCw
~ (JRCw +1)2
. jRRQCw
14 2jwRC — w2R2C?
7 - jRLw
Rt

Homogéne (Ohms).

34



—w?RLC

1+ jRCw

_ jRLw
= - .

jLw+R+m ‘

Non homogéne : R + jwC n’a pas de sens.
1

- . RoR

jLw+R+—"2

R+jcl’w

Non homogéne : I'expression de droite donne des 272
Y =jCu+ 3+ 515
Homogeéne : Q7!

—w?RLC + jwL + R

Y =
JRLw

Y = jwC+ 5+ 5 + 515

Homogeéne : Q71

—CL)2RR2LC +J (RQ + R) Lw+ RRs

Y —
jRRyLw

[}
Déterminez la partie réelle, la partie imaginaire, le module et 'argument des impé-
dances, admittances et fonctions de transfert suivantes.

_ jRCw
L. H= 1+jRCw

2. Z=R+jLw+ 54
3. Y:jC’w%—%%— L

jLw
Jw
4 H= -
1+Tg+wTQ
_ R
5 H=—"""Tnew
1+j7RCw jCw
i RC
H = l—ji—jng
JRCw (1 — jRCw) W?R2C?
Re(H) =R =
o(H) c ( 1+ w?2R2C? 1+ w2R20?
wRC
Im(H) = —F——
m(H) 1+ w2R20?
wRC
|H| =

V1+w?R2C?

arg(H) = g — atan(wRC)

35



1\2
Zl =R+ (wL — —
|Z] \/R —|—<w wC>

L- e 2LC —1
arg(Z) = atan (OJ”C> = atan (w

Y =jCw+ £+ 1

jLw
Re(V) = Re (jwC+~— 4 ) =1L
e\ T RTLUL) TR
1 WILC —1
Im(Y)—wC—w—L_ i

Jw

d(}

w2 | jw
1+W8 +355

arg(H) = = — atan 11’%72
w2
0
jw w?  jw w?
Re(H) = Re | = 't WOQ) _ w3 Q?
o 2 2 2 o 2 2
(+5) vae) (+g) rae
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(14 % - o) 2 (1+2)
Tm(H) = Im | 0N @0 «0@) @0\ g
2 2 2 2
(1+2) +um ) (+%) +45
H=_FH8

1+jRCw+ jCw

R
; R
Re(H) - Re < IS ) N
R 1+jRC 1+jRCw)?
1+jRCw + j]Cw - R+ (iﬁw)

JRCw JRCw
Re(H) = R - R
o(H) = e (jRCw + 1+ jRCw)2> ¢ (1 + 3jRCw — w?R2(C?2

Donc :

Re(H) = Re (jRC’w (1 — Ww?R?C? — 3ijC)> B 3w?R2C?
(

(1 — w2R2C?)? + 9w R2C? 1 — w2R2C?)* 4 9w2R2C?2

wRC (1 — w?R?C?)
(1 — w2R202)? + 9w2 R2C?

Im(H) =

wRC
V(1 - w?R2C2)? 4 92 R2C?

H| = JRCw
|14 3jwRC — w2R2C?

arg(H) = ar JRCw =T _atan _ BwRC
SV = A\ 11 3jwRC — w2R2C2 ) ~ 2 1— W2R2C?

3.3 Inégalités

Démontrer que :
— |z <1+2?
Si l'inégalité est vraie alors on a — (1 —|—a:2) < x < 1+ 22 donc la double inégalité

2
z—x+1>0 ‘ o,
{ 2 4z+1>0 . Or les deux polynomes x

mettent pas de racines réelles (car de discriminant négatif) ce qui démontre le résultat.ll
— (z+ y)2 <2 (x2 + y2) Indice : partir de (z — y)2 > 0 et développer.
(x — y)2 > 0 donc 22 + 32 > 22y donc 2 (3:2 + yz) > 22 4+ 9% + 22y CQFD. W

—xz+41et 22+ 2+ 1 sont convexes et n’ad-
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3

.4 Manipulation de factorielle
Simplifier au maximum les équations suivantes :
n!
(n—2)!
n! Ix2x---x(n—=2)x(n—1)xn
_ — 1
(n—2)! 1% 2% % (n—2) n(n—1)
n!
! _
b _Ix 2 X=X (= 1) = (n— 1)1
n n
~ (n+2)(n+1)n
(n+1)!
n+2)(n+1)n (n+2)(n+1)n 42
(n+1)! S Ix2x--xnx(n+l)
o1 1
(n+1)! (n—1)!
11 1 am+l) 1-n*-n
n+1)! (-D! w4+ (+1)!  (n+1)
_ (@2n-1)!
(2n+2)!
(2n —1)! Ix2x--x(2n—1) 1

@n+2) Ix2x-x(2n—-1)x2nx (2n+1)x (2n+2)

38

2n(2n+1) (2n + 2)



