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TD7. Vecteurs aléatoires.

1. Soient «, 8 €]0,1[ deux réels. Pour tout (i, ) € N?, on pose p;; = af(1 —a)'(1 — B)I.

a)

b)
)

Montrer qu’en posant P({(¢,7)}) = pi; pour tout (i, j) € N?, on définit une mesure
de probabilités sur N muni de la tribu & (N?).

Pour tout (4, 7) € N2, on pose X ((i,7)) =i et Y((4,5)) = J.
Déterminer la loi de X et la loi de Y.
Calculer P(X <Y),P(X =Y) et P(X >Y).

Solution de 'exercice 1.

a)

Il s’agit de vérifier que V(4,7) € N?, p;; > O et Z(i’j)eNg pi,j = 1. La positivité des p;
est évidente d’aprés leur définition. Comme «, 8 €]0, 1], on peut utiliser la somme
d’une série géométrique : . 2’ = 1/(1 —x) avecx =1 —aet x =1— 3, on
obtient :

> py =22 080 - o)1 -8y =af(31-a)) (S -Y) =1

(z,7)EN? i€N jEN iEN jJEN
Remarquons que la loi jointe du vecteur (X,Y’) est p; ;. En effet,

PX =4,V =] =P{(/,j) e N* : X((",5)) =4, Y((¢',5) = j}] = P{ (i, 5)}] =

D’apreés le cours (formule des probabilités totales), la loi marginale de X est donnée
par :

VieN, PX =i=>) PX a(l—a)' Y B1-pB) =a(l—a)

JjeEN* jeN

Ainsi, X suit une loi géométrique de paramétre 1 — a. De méme, P(Y = j) =
B(1 — B), autrement dit Y suit une loi géométrique de paramétre 1 — /3.

PIX <Y]=Ellxa] = ) LucpPIX =Y =jl= > py;=) > pis
(i,)EN? (i,5)EN? i=0 j=i+1



Comme pour tout i € N, 377, 8(1 — 8) = (1 — 8)"*!, cela donne

PLX < Y] :Za (1-a)(1-p" ZZa(l—ﬁ)((l—a)(l—ﬁ))i
a(l - p) __a—af

1-(1-a)1-8) a+pf-af
De méme (en échangeant les roles de X et Y, donc de «v et /3), on obtient
B—aB
a+p—ap
On peut calculer P[X = Y] directement en sommant les p; ;, ou alors on peut utiliser

le fait que les parties {X =Y}, {X <Y} et {X > Y} forment une partition de N?
et les résultats précédents :

PX > Y] =

a+6—a5—(6—aﬁ)—(o¢—aﬁ): af
a+p—apf a+f—af’

PX =Y]=1-P[X > Y]-P[X <Y] =

2. On note N la variable aléatoire comptant le nombre d’oeufs qu’'un insecte donné pond.
On suppose que N suit une loi de Poisson de paramétre A € R . On suppose également
que chaque oeuf donne naissance a un nouvel insecte avec probabilité p, indépendamment
de l'éclosion des autres ocufs. On considére alors une famille (X;);>; de variables aléa-
toires de loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1]. On suppose que les variables aléatoires
(N, X1, Xs,...) sont indépendantes et on note D le nombre de descendants de I'insecte.
a) Ecrire D en fonction des variables aléatoires N et X
b) Pour tout (n,d) € N?, calculer P(D = d|N = n).

) En déduire la loi de D et la loi de la variable aléatoire de N?> Z = (D, N).
d) Retrouver la loi de D en calculant la fonction génératrice de cette variable aléatoire.

C

Solution de lexercice 2.
a) Ona D = vazl X; (Uindice de la somme est lui méme aléatoire)

b) On a:

P[D = d|N = n] = [ZX —d|N—n}:P[zn:Xi:d|N:n]:]P>[zn:Xi:d],

par indépendance de (N, X1, Xs,...).
La variable aléatoire ) . ; X; somme de n Bernoullis indépendantes de parameétre
p, suit une loi binomiale de paramétres n et p, d’out

P[D =d|N =n] = (Z)pd(l -p)" Y

pour d < n, et on a bien sir P(D = d|N = n) = 0sid > n (le nombre de descendants
ne peut étre supérieur au nombre d’ceufs).
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c) La variable aléatoire Z = (D, N) est a valeurs de N2. Sa loi est donnée par les
valeurs des probabilités P[{D =d} N{N =n}],d <n.On a:

P{D = d} A {N = n}] = P[D = d|N = n] P[N = n]
= €_A§ (Z)pd(l — )" Lya<ny-

Pour obtenir la loi de D, on écrit avec la formule des probabilités totales :

PD=d = Y =P{D=d}n{N=n}]=> e—Ag (Z)p‘%l —p)"

n>0 n>d

! A =p)m (A
a2 T ar T a

n>d

On reconnait la loi de Poisson de paramétre pA.

d) On peut retrouver ce résultat en utilisant une fonction génératrice. On se rappelle
que la fonction génératrice d’une loi de Bernoulli de paramétre p est 1 — p + ps et
cette d’'une loi de Poisson de paramétre u est e*—1 . On écrit :

n=0

n Y E [Szyzlx"ﬂw:n)] =) E [S LlX’} E [L(v=n)]
n=0 n=0

Gp(s) E[s"] =E [SELX’} =E

—
*

— ZHE (s P(N =n) = Z(l —p +ps)"§e"\
n=0 i=1 n=0 '

—  PAsTD)
On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramétre p\, et comme
la fonction génératrice caractérise la loi, D suit P(pA). Les arguments utilisés dans le
calcul ci-dessus sont I'indépendance des variables aléatoires (qui induit la multipli-
cation des espérances), le fait que I'espérance de I'indicatrice d’une événement soit
la probabilité de celui-ci, et une interversion série/espérance en (*) justifiée par le
théoréme de convergence monotone (les variables aléatoires qui interviennent dans
la série sont positives).

3. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire sur R* dont la loi admet la densité

1 2242

fxy) (@, y) = %6_ 2

Déterminer les loisde X, Y, X +Y, X2+ Y2




Solution de ’exercice 3. La loi de X est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue et admet la densité
+oo 1 2

fx(z) = T (z,y) dy = me 7.

—00

La loi de X est donc la loi normale centrée réduite. La loi de Y est égale a celle de X.

Pour calculer la loi de X 4 Y, considérons une fonction g : R — R continue bornée.
Calculons E[g(X +Y)] :

1 _a?4y?
Blg(X +Y)] = 5 /]R oo + e 5 dudy.

Faisons le changement de variable (u,v) = (z+y,z—y), c’est-a-dire (z,y) =

D(z,y)
D(u,v)

s(utv,u—v).

est donné par

9z Ov 1 1 1 1
det(%“ ”)——det( >———.
o) A=) T

On a 22 + y? = 1 (u* + v?), donc

Blo(X +7)) = 5= [ gtw)e 5

Le jacobien

D 1 u2 1)2
D(.y) dudv = —/ g(u)e” T dudv.
D(u,v) A1 g2

2
On peut intégrer par rapport a v en utilisant la relation fR e~ 1 dv = 24/7, et on trouve
1 u?
Elg(X+Y)|]=—F% u)e” 1 du
X+ = 3= [ o d

donc X + Y suit la loi normale centrée de variance 2 : on écrit X +Y ~ AN(0,2). On
observe qu’on a également X —Y ~ N(0, 2).

27

Déterminons enfin la loi de X?+Y2. On procéde de la méme maniére que pour déterminer
la loi de X + Y. On fait cependant un autre changement de variables : on passe en
coordonnée polaires, écrivant (z,y) = (rcos#,rsin@). L’application qui a (r, ) associe
(z,y) est un Cl-difféomorphisme de R* x [0, 27 dans R*\ {(0,0)}, dont le jacobien vaut

D 9z Ox gl
(x,y) _ ‘det (3;; gg)‘ _ get (COSQ rsm&)‘ .
or 06

‘ sinf rcos@
2 oy 1 9 | oy —z2x?
Elg(X*+Y?)] gz +y“)e” = dxdy
R2

D(r,0)
Alinsi,
T or

1 2

2m
=5 dr/o dog(r®)re” =

R}
—+00

= / g(r¥)e™ T rdr
0



ol nous sommes passés de I'avant-derniére ligne a la derniére en faisant le changement
de variable t = 2. On reconnait la densité de la loi exponentielle de paramétre % Ainsi,
X2+Y2~E(3).

4. Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire de densité f(xy)(z,y) = Lj1p2(x,y). Déterminer les
lois de X, Y et Z7 = XY.

Solution de l’ezercice 4. Puisque le vecteur aléatoire (X,Y) admet une densité, chacune
des variables X et Y admettent une densité, qu’on peut calculer respectivement par les

formules fx(z) = [*°_ foxyy(z,y) dy et fy(y) = [*o fxyy (2, y) dz. On trouve

[e%¢] [e’s) 1
fx(x) = / Lo (w, y)dy = / Ljo,1)(z) L0,y (y)dy = Lo, (x)/ dy = 1y (x).
—00 0

—00

Ainsi, X suit la loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Le méme calcul en échangeant = et y
montre que Y suit également la loi uniforme sur Uintervalle [0, 1].

Pour calculer la loi de Z, considérons une fonction mesurable bornée g : R — R et
calculons, grace au théoréme de transfert, 'espérance de g(Z). On a

E[g(Z)] = E[g(XY)]

= [ sten s a.p) dady

= / g9(zy) dady.
0,1)2

Pour calculer cette intégrale, on effectue un changement de variables. On pose t = xy
et on cherche une autre variable u qui dépende de x et de y et telle que I'application
(z,y) — (t(z,y),u(x,y)) soit bijective, de classe C'' et admette une réciproque de classe
C'. Posons u(z,y) = x. On peut retrouver x et y a partir de ¢t et u puisque z = u et
y = L. Notons que nous devons nous restreindre a (z,y) €]0, 1] x [0, 1] pour assurer que
u ne soit pas nul, mais cela nous suffit puisque c’est, & un ensemble négligeable preés, le
domaine sur lequel nous intégrons.

Déterminons le domaine dans lequel (¢,u) varie lorsque (x,y) décrit |0, 1[* (considérer
ce domaine encore un peu plus petit ne change rien a l'intégrale et simplifie le calcul du
domaine de (¢t,u)). Onau =z €]0,1[ et t = zy €]0, z[=]0, u[. Ainsi, (t,u) € D = {(a,b) €
]0,1[*: @ < b}. De plus, pour tout (¢,u) dans le domaine D, le couple (x(t,u),y(t,u)) =
(u, L) appartient a |0, 1[2.

Ty

Calculons, pour tout (¢,u) € D, le jacobien de la transformation (¢,u) — (z(t,u), y(t, u)).

Il vaut Die.y) 0 o
T,y &= = 0 1 1
=det | 8 9 ) =det = ——.
D = (8 &)=l )




Nous pouvons maintenant effectuer le changement de variables dans l'intégrale, ce qui
nous donne

_ / " 00 (—log Lo (1) dt.

N
o0 ~\~

Densité de la loi de Z

La variable aléatoire Z = XY a donc une loi absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue, de densité f;(t) = (—logt)Ljq(t).

5.
a) Soient # > 0 un nombre réel et k,1 > 1 deux nombres entiers. Déterminer I'unique
réel c tel que la fonction

k=1, =1 ,—6(z+y)

far(z,y) =ca™ Ty Ir, xr, (2,9)

soit la densité d’une mesure de probabilités sur R?. Déterminer la loi de X. Cette
loi s’appelle la loi Gamma de parametres 0 et k : on écrit X ~ T'(0,k). Quelle est
cette loi lorsque £k =17



b) Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dont la loi admet la densité décrite a la question
précédente. Déterminer la loi de X + Y.

Solution de 'exercice 5.

a) 91l existe, ce réel ¢ est 'unique réel tel que la fonction f(xy) soit positive et telle
que son intégrale sur R? par rapport a la mesure de Lebesgue vaille 1. N’importe
quel c positif rend la fonction f(x y) positive. Pour que son intégrale vaille 1, il faut
que

+oo +o00
1= / ka*lylflefe(:ﬁry) dl’dy — C/ xkflefex d&?/ ylfle’ey dy
(R+)2 0 0

On vérifie aisément, par récurrence sur n > 0 et en utilisant une intégration par
parties pour passer d'un rang au suivant, que

+oo
Vn > 0, / x"e " dx = nl.
0

Par un changement de variables linéaires, on en déduit que les intégrales que nous
devons calculer valent respectivement (k—1)!07% et (I—1)!0~!. Ainsi, 'unique valeur
de ¢ qui convient est ¢ = %
La loi de X est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, de densité
400 ek
x) = x,y) dy =
fX( ) f(X,Y)( ,y) Yy (k—l)!

—00
Pour k£ = 1, on reconnait la loi exponentielle de paramétre 6.

¥ e 07 Ly ().

b) On fait, comme a l'exercice précédent, le changement de variables (z,y) = 3(u +

D(z,y)
D(u,v)

v,u—v), de sorte que x+y = u et ) = % Ainsi, pour toute fonction g : R — R

continue et bornée, on a

ek—i—l 0
- H - . RQ
o k-1 I-1,-0
= (= DI = Dz /R2 g(u)(u+v)""(u—0v)""e " Iiuroz0} Liu—v>0y dudv

~ (k- 1)!(?71)!2’6“1 /;OO glwe™™ (/_u (b o) u =)™ dv) -

u

en utilisant le fait que les conditions u+v > 0 et u—v > 0 équivalent aux conditions
u > 0 et |v| < wu. Une suite de [ — 1 intégrations par parties permet d’établir I’égalité

/“ (w+v) " (u—ov)do = -1k —1)! /u (0 + u)*+2 do

u (k+1-2)! J_,
_ =1k - 1) 2uvk+l_2 "
k+1-2)! J,
_ (l — 1)!(k — 1)!2k+l71uk+l—1
(k+1—1)! '



Finalement,

k+l1 400 . _
Elg(X +Y)] = (k — 1)!(?- 1)12kH-1 /0 Q(U)e_eu(l(k fr)'l(li 1)})!2’“”_%’“”‘1 du

9k+l

+oo
= (RN /0 gu)u" e qu,

Ainsi, X + Y suit une loi Gamma de paramétres 6 et k + 1.

6. Soient p et ¢ deux réels compris entre 0 et 1. Soit (X, Y') un vecteur aléatoire tel que X
suive la loi de Bernoulli de paramétre p et Y la loi de Bernoulli de parameétre ¢q. Montrer
qu’on a

max(p + ¢ —1,0) — pg < Cov(X,Y) < min(p,q) — pq
et que les deux bornes de cette égalité peuvent étre atteintes.
Solution de [’exercice 6. On a Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]|E[Y] = E[XY] — pq. Il nous
faut donc encadrer E[XY].
D’une part, XY < X donc E[XY] < E[X] = p. De méme, E[XY] < ¢. Ainsi, E[XY] <
min(p, q).
D’autre part, E[XY] = P(X = 1let Y = 1). Or pour tous événements A et B, I'égalité
P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B) et l'inégalité P(AU B) < 1 entrainent P(AN B) >
P(A)+P(B)—1. Comme de plus P(ANB) > 0, on a P(ANB) > max(P(A)+P(B)—1,0).
Avec A ={X =1} et B={Y =1}, on trouve E[XY] =P(AN B) > max(p+ ¢ — 1,0).
On a ainsi établi 'inégalité voulue.

Montrons que les deux bornes peuvent étre atteintes pour tous p et ¢. Supposons p < q.
Si le couple (X,Y) a la loi

PX=1Y=1)=p PX=0Y=1)=g-p P(X=0Y=0)=1-g,

alors X et Y suivent respectivement des lois de Bernoulli de paramétres p et g et Cov(X,Y) =
min(p, q) — pg.

Pour la borne inférieure, distinguons deux cas suivant le signe de p + ¢ — 1. Supposons
tout d’abord p + ¢ < 1. Alors si le couple (X,Y) a la loi

PX=1,Y=0)=p, PX=0,Y=1)=¢, P(X=0,Y=0)=1-—p—q,

les lois de X et Y sont les bonnes et Cov(X,Y) = —pq.
Enfin, si p+ ¢ > 1 et si le couple (X,Y) a la loi
PX=1,Y=0=1-¢PX=0Y=1)=1—-p, P(X=1Y=1)=p+q—1,

Y

alors les lois de X et Y sont les bonnes et Cov(X,Y)=p+¢—1—pq.

8



7. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire de dimension n dont chaque composante
est de carré intégrable. On appelle matrice de variance-covariance (ou simplement matrice
de covariance) de X la matrice

D = (Cov(X;, X;))ij=1..n-

Montrer que cette matrice est symétrique et positive, au sens ot pour tout vecteur ligne
A= (ay,...,a,) de n réels, on a I'inégalité

AD tA == Z CLiDijCLj Z 0.

1,j=1

Solution de [’exercice 7. Soient aq, ..., a, des réels. Calculons la somme dont nous voulons
montrer qu’elle est positive, en écrivant la définition de la matrice D puis de la covariance,
puis la linéarité de 1'espérance

n n
Y " aiDija; =Y a;iCov(X;, X;)a;
i,j=1 hj=1

= aB[(X; — EIX])(X; — E[X;])]a

i.j=1

= Z Ela;(X; — E[Xi])a;(X; — E[X]])]

i.j=1

n

=E Z ai(Xi — E[Xi])a;(X; — E[Xj])

) Zai(Xi — E[X,]) Zaj(Xj - E[Xj))

=EK (Z a;i(X; — E[Xz])>

La quantité qui nous intéresse est donc 'espérance d’une variable aléatoire positive et
intégrable : c’est donc un nombre réel positif.



