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Résumé

Cette thèse porte sur l’étude des performances des estimateurs dans le cadre du traitement
du signal et s’attache plus particulièrement à étudier et unifier les bornes minimales d’estima-
tion. Nous caractérisons ainsi les limites des méthodes du maximum de vraisemblance en terme
d’erreur quadratique moyenne (EQM).
La difficulté majeure provient du fait que l’EQM de l’estimateur d’un paramètre à support borné
se divise en trois régions : la plage asymptotique, souvent caractérisée par un grand nombre d’ob-
servations ou un faible niveau de bruit, où l’erreur d’estimation est faible, la plage de décrochement
où l’EQM se dégrade rapidement et la zone a priori où les observations se réduisent principa-
lement à la seule contribution du bruit et donc, n’apportent pratiquement plus d’informations
sur les paramètres à estimer. Beaucoup de résultats sont disponibles pour la zone asympto-
tique : distribution des estimées, biais, variance. En revanche, le comportement des estimateur
dans les zones de décrochement et a priori a été beaucoup moins étudié. Pourtant ces zones
non-asymptotiques constituent au même titre que le biais ou la variance une caractéristique
fondamentale d’un estimateur puisque qu’elle délimite la plage acceptable de fonctionnement
optimal.
Le but de cette thèse est, dans un premier temps, de compléter la caractérisation de la zone
asymptotique (en particulier lorsque le rapport signal sur bruit est élevé et pour un nombre d’ob-
servations fini) pour les estimateurs au sens du maximum de vraisemblance dans un contexte
traitement d’antenne. Dans un second temps, le but est de donner les limites fondamentales
de l’EQM d’un estimateur sur ses trois plages de fonctionnement. Les outils utilisés ici sont les
bornes minimales de l’EQM autres que les bornes de Cramér-Rao dont la validité n’est qu’asymp-
totique.
Les résultats obtenus sont appliqués à l’analyse spectrale et à l’estimation de porteuse dans le
contexte des communications numériques et fournissent de surcroît des outils intéressants pour
prédire la zone de décrochement d’un récepteur.

Mots clés : Traitement d’antenne, analyse spectrale, estimation de porteuse, théorie de l’es-
timation, estimateurs au sens du maximum de vraisemblance, étude des performances asympto-
tique et non-asymptotique, bornes minimales d’estimation.
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Abstract

This thesis deals with the study of estimators performance in the statistical signal processing
framework and, more particularly, with the minimal bounds on the mean square error (MSE).
The main difficulty comes from the fact that the MSE of an estimator of a parameter with a finite
support exhibits three areas : the asymptotic area, characterized by a large number of observa-
tions or a weak noise level, where the estimation error is weak, the threshold area where the MSE
increases dramatically and the a priori area where the noise is high and where the observations
do not bring informations. Many results concerning the asymptotic area are already available :
distribution of the estimates, bias and variance. On the other hand, the non-asymptotic areas
have been less studied.
The goal of this thesis is twofold. First, to pursue the investigation in the asymptotic area (par-
ticularly in terms of high signal to noise ratio with a finite number of observations) of direction
of arrivals maximum likelihood estimators. Secondly, to give methods in order to predict the
fundamental limits of an estimator on the three areas. The tool used here will be the minimal
bounds on the MSE other than the Cramér-Rao bound for which the validity only holds in the
asymptotic area. A main contribution is to propose a unified framework for the Bayesian bounds.
The obtained results have been applied in the spectral analysis context and in the carrier esti-
mation context. They bring an interesting tool in order to predict the threshold phenomena.

Keywords : Array processing, spectral analysis, estimation theory, maximum likelihood
estimators, asymptotic and non-asymptotic performance analysis, minimal bounds on the mean
square error.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

Un des objets du traitement du signal est l’extraction d’informations pertinentes “cachées”
dans un jeu d’observations bruitées obtenu à partir de capteurs. Ces informations ou paramètres
d’intérêts peuvent être : une fréquence, une phase, une direction d’arrivée, la puissance d’un
bruit, un retard, etc... La théorie de l’estimation offre un cadre formel pour résoudre ce type
de problèmes. Plus particulièrement, en estimation dite paramétrique, on se fixe un modèle
d’observation dépendant des paramètres d’intérêts et, à partir d’une règle pré-établie basée sur
ce modèle, on estime les paramètres d’intérêt (figure 1.1).

Figure 1.1 – Principe de l’estimation paramétrique.

Le modèle d’observation est basé sur les connaissances de l’utilisateur concernant le pro-
cessus physique considéré. Il dépend généralement d’une fonction non-linéaire des paramètres
et incorpore un modèle statistique. La règle d’estimation constitue la pierre angulaire du trai-
tement du signal moderne. Elle conditionne les performances d’estimation, c’est-à-dire le fait
que l’estimée soit “suffisamment proche” de la vraie valeur du paramètre et la charge de calcul
à mettre en œuvre lors de l’estimation. L’expérience montre qu’un estimateur présentant des

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

performances proches de l’optimalité devient gourmand en charge de calcul alors qu’un estima-
teur sous-optimal demande une charge de calcul moindre ce qui présente un intérêt en terme
d’implémentation pratique.

L’estimation d’un paramètre s’effectue généralement par la recherche d’un maximum global
d’un critère dépendant de la règle d’estimation. Lorsque la recherche du paramètre s’effectue sur
un support fini, comme par exemple lors de l’estimation d’un angle ou d’une fréquence normalisée,
l’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) de l’estimateur qui est l’indicateur de performance le
plus répandu s’articule autour de trois régions [Van68] [RB74]. Lorsque le Rapport Signal sur
Bruit (RSB) ou le nombre d’observations est élevé, la région est dite asymptotique et l’erreur
d’estimation est généralement faible. Lorsque le RSB ou le nombre d’observations décroît, il
apparaît un accroissement rapide de l’EQM, donc de l’erreur, dû à l’apparition d’outliers 1 dans
le critère. On appelle cette région la zone de décrochement. Enfin, lorsque le RSB ou le nombre
d’observations est très faible, le signal observé se réduit principalement à la composante de bruit,
ce qui conduit à une distribution de l’estimée quasi-uniforme sur le support du paramètre. L’EQM
exhibe alors un comportement plat : c’est la zone de non-information.

Dans le contexte de l’estimation au sens du maximum de vraisemblance de la fréquence d’une
cisoïde bruitée, la figure 1.2 illustre deux allures de critère pour un RSB de 30dB et un RSB de
-30dB. La vraie valeur de la fréquence normalisée est 1

4 . On remarque un critère “idéal” (non-
bruité) avec un maximum global proche de la vraie valeur à fort RSB alors que, pour un faible
RSB, le critère est composé de beaucoup de maxima locaux et d’un maximum global éloigné de
la vraie valeur. La figure 1.3 donne l’évolution de l’EQM de l’estimateur pour les trois régions
susmentionnées (10 observations et 10000 réalisations).
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Figure 1.2 – Réalisations du critère du maximum de vraisemblance.

La zone de décrochement d’un estimateur délimite sa zone de fonctionnement optimale, c’est-
à-dire la zone où l’on peut faire abstraction des outliers dans l’étude des performances. Avec le
durcissement des cahiers des charges (temps d’acquisitions réduits, environnements électroma-
gnétiques perturbés, etc...), les estimateurs sont désormais amenés à travailler dans une région
de plus en plus proche de cette limite, voire en dessous. En conséquence, la connaissance de la
valeur du RSB ou du nombre d’observations, pour un scénario donné, pour laquelle cette rupture
brutale des performances apparaît est fondamentale dans l’étude des performances d’estimation
et doit être considérée au même titre que l’étude du biais ou de la variance.

1. Terme anglo-saxon désignant une observation aberrante.
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Figure 1.3 – Comportement de l’EQM d’un estimateur du maximum de vraisemblance.

La borne de Cramér-Rao (BCR) [Fis22] [Dug37] [Fre43] [Dar45] [Rao45] [Cra46] est également
reportée sur la figure 1.3. Elle donne la variance minimale qu’un estimateur non biaisé peut
espérer atteindre et est l’outil le plus utilisé par la communauté du traitement du signal pour
porter un jugement sur les performances d’un estimateur. Un estimateur qui atteint la BCR
est dit efficace. On pourra noter sur cet exemple l’efficacité asymptotique de l’estimateur du
maximum de vraisemblance. Néanmoins, dans les zones non-asymptotiques, c’est-à-dire la zone de
décrochement et la zone de non-information, la BCR n’est plus pertinente puisqu’elle repose sur
un développement limité à l’ordre 1 de l’erreur alors que la présence d’outliers est un phénomène
global.

De ces quelques remarques, émergent plusieurs questions ! Comment calculer le biais et la
variance d’un estimateur dans les zones asymptotique et non-asymptotique ? A quoi est due l’ap-
parition des outliers dans le critère et existe-t-il un cadre théorique pour analyser leur influence ?
Comment prédire le décrochement d’un estimateur pour un scénario donné en évitant une si-
mulation de type Monte-Carlo souvent lourde en charge de calcul ? Existe-t-il d’autres bornes
pertinentes dans les trois zones de l’EQM ?

Ces sujets ont intéressé la communauté du traitement du signal et plusieurs réponses, parfois
partielles, à ces questions ont été apportées depuis les premiers travaux de Cramér [Cra46] et leurs
extensions par Van Trees [Van68]. Il subsiste néanmoins des zones d’ombre qui résistent encore
à l’heure actuelle. Le travaux présentés dans ce document s’inscrivent dans cette problématique.

1.2 But de la thèse et résultats

Le travail proposé dans ce document a été initialement motivé par les résultats obtenus dans
la thèse d’Eric Boyer soutenue le 17 décembre 2002 à l’École Normale Supérieure de Cachan et in-
titulée : Estimation paramétrique des moments spectraux d’échos Doppler : application aux radars
strato-troposhériques [Boy02]. L’un des résultats d’Eric concerne les performances asymptotiques
et non-asymptotiques des estimateurs du maximum de vraisemblance stochastique (MVS) et dé-
terministe (MVD) en terme d’EQM dans le contexte de l’estimation d’une direction d’arrivée.
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L’approche était doublement originale :

– Premièrement et contrairement au cas standard, le terme asymptotique n’était pas pris au
sens d’un grand nombre d’observations mais en terme de RSB élevé pour lequel peu de
résultats étaient disponibles. Il a ainsi été démontré que, à fort RSB, dans le cas d’une seule
source et d’une antenne linéaire uniforme (c’est-à-dire un seul angle d’arrivée à estimer) et
pour un nombre fixe d’observations T , l’estimateur du MVS était distribué selon une loi de
Student à 2T degrés de libertés avec une variance asymptotique égale à T/(T − 1) fois la
BCR. De manière surprenante, l’estimateur du MVS était donc non-gaussien et non-efficace
(il n’atteignait pas la BCR) à fort RSB pour un nombre fini d’observations contrairement
au sens classique du terme asymptotique, c’est-à-dire à nombre d’échantillons infini.

– Deuxièmement, une étude des performances non-asymptotique (faible nombre d’observa-
tion et/ou faible RSB) était conduite en suivant les travaux de Rife et Boorstyn [RB74] et
un estimateur du décrochement de l’EQM de l’estimateur du MVS et du MVD était fourni
toujours dans le cadre de l’estimation d’une direction d’arrivée.

Basées sur ces résultats, les motivations de cette thèse étaient donc doubles :

– Généraliser les résultats obtenus à un nombre quelconque de sources et pour une géométrie
d’antenne arbitraire pour l’estimation de directions d’arrivées au sens du maximum de
vraisemblance à fort RSB. En effet, les algorithmes du maximum de vraisemblance sont
caractérisés par un pouvoir de résolution important, c’est-à-dire la capacité à séparer deux
sources proches. Il semblait donc intéressant de connaître les performances statistiques de
ces estimateurs dans le cas de sources multiples.

– Mettre en place des outils théoriques généraux pour l’étude des performances ultimes des
estimateurs. En effet, la méthode de Rife et Boorstyn approxime l’EQM d’un estimateur
θ̂ de la manière suivante :

EQM
(
θ̂
)
≃ (1− p)σ2asymptotique + pσ2a priori, (1.1)

où p représente la probabilité d’apparition d’un outlier, σ2asymptotique est la variance asymp-
totique de l’estimateur (parfois approximée par la BCR) et σ2a priori la variance dans la
zone de non-information (généralement approximée par la variance d’une variable aléa-
toire uniforme sur le support du paramètre). Selon les hypothèses mises en jeu dans le
calcul de la probabilité p, l’équation (1.1) fournit une approximation plus ou moins gros-
sière de l’EQM d’un estimateur sur les trois zones susmentionnées et permet donc une
caractérisation de la zone de décrochement. Cette méthode et ses variantes telles que la
Method of Interval Errors (MIE) [Van68] ont été appliquées avec succès à divers problèmes
d’estimation [RB74] [SB85] [TST94] [Xu01] [BFL04b] [BFL04a] [Ath05] [Ric05]. Il faut
remarquer que ces méthodes fournissent une EQM approchée pour un estimateur particu-
lier et, en conséquence, ne rendent pas compte des performances ultimes. De plus, cette
méthode souffre d’un défaut majeur : le calcul de la probabilité d’apparition d’un out-
lier p est un problème non-trivial notamment dans un contexte multi-paramètres. Pour
rendre compte des performances ultimes, il faut utiliser un autre outil : les bornes mini-
males de l’EQM ou bornes minimales d’estimation autres que la BCR. En effet, comme
vu précédemment la BCR devient trop optimiste dans la zone non-asymptotique et ne
rend pas compte du phénomène de décrochement. Il existe dans la littérature d’autres
bornes minimales plus pertinentes que la BCR et présentant l’avantage de rendre compte
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du phénomène de décrochement. On peut citer par exemple les bornes dites détermi-
nistes de Bhattacharyya [Bha46], Barankin [Bar49], et Abel [Abe93] lorsque les paramètres
inconnus sont supposés déterministes et les bornes dites bayésiennes de la famille Ziv-
Zakaï [ZZ69] [BT74] [CZZ75] [BSET97] et de la famille Weiss-Weinstein [WW88] lorsque les
paramètres inconnus sont supposés aléatoires. Si ces bornes dépendent du modèle d’observa-
tion considéré, elles présentent l’avantage d’être indépendantes de la règle d’estimation. De
ce fait, elles fournissent les performances ultimes qu’un estimateur peut espérer atteindre
en termes d’EQM. En outre, elles pourront être utilisées comme un outil pour prédire le
décrochement des estimateurs ou optimiser les paramètres du modèle afin d’améliorer les
performances d’estimation (par exemple optimiser la géométrie d’un réseau d’antenne).

Trois ans plus tard..., les résultats présentés dans ce document s’articulent autour des trois
thèmes suivants :

– Premièrement, nous avons caractérisé le comportement statistique des estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance à fort RSB pour un nombre fixe d’échantillons et comparé ces ré-
sultats aux BCR associées. Dans le contexte d’estimation de directions d’arrivées, lorsque
les signaux sources sont modélisés par un processus aléatoire gaussien, nous avons dé-
montré que l’estimateur du maximum de vraisemblance stochastique (MVS) est asymp-
totiquement (en RSB) non-gaussien et non-efficace quel que soit le nombre de sources
et quelle que soit la géométrie de l’antenne [RFBL04] [FBLR03] [RFBL06]. Dans le cas
d’un scénario à deux sources, nous avons dérivé la forme analytique pour la matrice de
covariance de l’estimateur [RFB04] [RFBL06]. Lorsque les signaux sources sont supposés
déterministes mais inconnus, nous avons établi la gaussianité et l’efficacité asymptotique
en RSB pour un nombre fixe d’échantillons de l’estimateur du maximum de vraisemblance
déterministe (MVD) quelque soit le nombre de sources et quelque soit la géométrie de
l’antenne [RFCL06]. Ces résultats sont décrits dans le chapitre 2.

– La seconde partie de ce travail est dédiée à l’étude de bornes minimales d’estimation plus
pertinentes que la BCR en vue de la prédiction de la zone de décrochement et de l’approxi-
mation des zones asymptotique et non-asymptotique. Ces travaux théoriques sur les bornes
minimales sont basés sur les résultats préliminaires concernant l’unification des bornes dé-
terministes [Gla72] [FL01] [FL02] [Cha04]. En effet, les bornes déterministes peuvent être
exprimées comme la solution d’un problème de minimisation sous contraintes dont l’objet
est de rendre compte le plus finement possible d’un idéal d’absence de biais. Cette for-
mulation permet d’établir des familles de contraintes plus ou moins pertinentes, et par
conséquent des classes d’estimateurs dont on cherche l’EQM minimale. On obtient ainsi
la meilleure des bornes pour un jeu de contraintes données. Ceci nous permet d’établir
des relations d’ordre entre les différentes bornes souvent inaccessibles dans les développe-
ments traditionnels exploitant une inégalité de covariance. En adoptant la même demarche,
nous avons unifié les bornes Bayésienne de la famille Weiss-Weinstein [RFL05a] [RFL05b],
c’est-à-dire la borne de Cramér-Rao bayésienne [Van68], la borne de Bobrovsky-MayerWolf-
Zakaï [BMWZ87], la borne de Bhattacharyya bayésienne [Van68], la borne de Bobrovsky-
Zakaï [BZ76], la borne de Reuven-Messer [RM97] et la borne de Weiss-Weinstein [WW85].
Nous avons démontré que cette famille est également la solution d’un problème d’opti-
misation sous contraintes. De plus, il est apparu que ces contraintes sont les duales des
contraintes intervenant dans l’unification des bornes déterministes. A la lumière d’une
telle analogie, nous avons montré que toute les bornes déterministes ont une version Bayé-
sienne dans la famille Weiss-Weinstein et vice versa. Ceci nous a conduit à proposer deux
nouvelles bornes minimales : une version bayésienne de la borne d’Abel [RFLR06a] et une
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version déterministe de la borne de Weiss-Weinstein. Cette dernière apparaît comme un
outil performant dans l’étude de la prédiction des valeurs de RSB ou du nombre d’ob-
servations pour lesquelles le décrochement apparaît. Ces résultats sont décrits au chapitre
3.

– La troisième et dernière partie concerne l’application de ces bornes à différents problèmes
d’estimation et leur utilisation dans l’étude de la prédiction du décrochement. Nous avons
tout d’abord proposé une version simplifiée des bornes d’Abel (déterministe et bayésienne)
[RAFL06]. A partir d’un modèle général d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée,
nous proposons différentes formes analytiques pour la borne d’Abel [RAFL06], la borne
d’Abel bayésienne, la borne de Bobrovsky-Zakaï, la borne de Weiss-Weinstein [Ren06]
et la borne de Weiss-Weinstein déterministe. Ces bornes sont alors appliquées dans un
contexte de l’estimation d’une fréquence porteuse en communications numériques avec
signaux pilotes. Toute ces bornes requièrent une maximisation par rapport à des paramètres
appelés points tests. Nous avons étudié le comportement de ces points tests et nous en avons
déduit des bornes moins gourmandes en charge de calcul [RAFL06] [Ren06]. Nous avons
également montré comment l’évolution de la valeur optimale des points tests permet de
prédire de manière automatique les valeurs de RSB ou du nombre d’observations pour
lesquelles le décrochement des estimateurs apparaît [RAFL06] [Ren06].Ces résultats sont
décrits dans le chapitre 4.

La plupart des travaux présentés dans ce document a été effectuée dans le cadre du réseau
d’excellence Européen NEWCOM (Network of Excellence in Wireless COMmunications) dont
le but est de renforcer les liens entre les différents groupes de recherche dans le domaine des
“systèmes de communications numériques sans fils après la 3G”. Notre travail a permis de traiter
l’un des problèmes majeurs de ce réseau d’excellence, à savoir la caractérisation des performances
d’estimations dans le contexte du Département 2 (MIMO Radio Channel Modelling for Design
Optimisation and Performance Assessment of Next Generation Communication Systems).

Les travaux reportés dans ce document ont donné lieu aux articles et communications sui-
vants :

Revues internationales

• [RFCL06] A. Renaux, Ph. Forster, E. Chaumette and P. Larzabal, “On the High SNR
Conditional Maximum Likelihood Estimator Full Statistical Characterization”, accepté
pour publication dans IEEE Transactions on Signal Processing Février 2006.

• [RFBL06] A. Renaux, Ph. Forster, E. Boyer and P. Larzabal, “Unconditional Maximum
Likelihood Performance At Finite Number Of Samples And High Signal To Noise Ratio”,
accepté pour publication dans IEEE Transactions on Signal Processing Juillet 2006.

• [RAFL06] A. Renaux, L. Najjar-Atallah, P. Larzabal and Ph. Forster, “A Useful Form
of the Abel Bound and its Application to Estimator Threshold Prediction”, accepté pour
publication dans IEEE Transactions on Signal Processing Juillet 2006.

• [Ren06] A. Renaux, “Weiss-Weinstein bound for Data Aided carrier estimation”, accepté
(sous réserve de modifications mineurs) pour publication dans IEEE Signal Processing
Letters Juillet 2006.
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• [RFLR06b] A. Renaux, Ph. Forster, P. Larzabal and C. Richmond, “A New Look at the
Bayesian Bounds”, en préparation pour IEEE Transactions on Information Theory.

Congrés avec comité de lecture et actes

• [FBLR03] Ph. Forster, E. Boyer, P. Larzabal and A. Renaux, “Non-Efficacité Et Non-
Gaussianité Asymptotiques D’un Estimateur Du Maximum de Vraisemblance A Fort Rap-
port Signal Sur Bruit”, Actes du Dix-Neuvième Colloque GRETSI 2003, Paris, France.

• [RFBL04] A. Renaux, E. Boyer, Ph. Forster and P. Larzabal, “Non-Efficiency And Non-
Gaussianity Of A Maximum Likelihood Estimator At High Signal-To-Noise Ratio And
Finite Number Of Samples”, in Proc. of IEEE International Conference on Acoustics,
Speech, and Signal Processing, ICASSP-04, Montreal, Canada.

• [RFB04] A. Renaux, Ph. Forster and E. Boyer, “Non Asymptotic Efficiency Of A Maxi-
mum Likelihood At Finite Number Of Samples”, in Proc. of European Signal Processing
Conference, EUSIPCO-04, Vienna, Austria.

• [RFL05a] A. Renaux, Ph. Forster, and P. Larzabal, “A new derivation of the Bayesian
bounds for parameter estimation”, in Proc. of IEEE Workshop on Statistical Signal Pro-
cessing 2005, SSP-05, Bordeaux, France.

• [RFL05b] A. Renaux, Ph. Forster, and P. Larzabal, “Une Nouvelle Approche Des Bornes
Bayésiennes”, Actes du Vingtième Colloque GRETSI 2005, Louvain-la-Neuve, Belgium.

• [RFLR06a] A. Renaux, Ph. Forster, P. Larzabal, and C. Richmond “The Bayesian Abel
bound on the Mean Square Error”, in Proc. of IEEE International Conference on Acoustics,
Speech, and Signal Processing, ICASSP-06, Toulouse, France.

Séminaires et Workshop

• A. Renaux, “Bornes minimales d’estimation”, Séminaire École Normale Supérieure de Ca-
chan, Septembre 2004, Cachan, France.

• A. Renaux, “Théorie de l’estimation et bornes minimales d’estimation : application à l’ana-
lyse spectrale et au Radar passif”, Séminaire ONERA, Mars 2005, Palaiseau, France.

• A. Renaux, “Estimation Lower Bounds and Synchronization Issue in Single Carrier Sys-
tem”, Newcom Autumn School on ”Estimation Theory for wireless communications” 24-28
Octobre 2005, ENST Paris, France.

• A. Renaux, “Estimation Lower Bounds : links between deterministic and Bayesian bounds”,
Newcom Workshop at Aalborg University, 18-19 Novembre 2005, Aalborg, Denmark.
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Chapitre 2

Performance asymptotique du MV en
traitement d’antenne

2.1 Introduction

L’estimation de directions d’arrivée à l’aide d’un réseau de capteurs est un problème qui a reçu
une attention particulière depuis plusieurs années. Bien que la motivation initiale ait été d’ordre
militaire avec le développement du radar pendant la seconde guerre mondiale, les applications
civiles sont aujourd’hui nombreuses : positionnement par satellite, téléphonie mobile, etc...

Figure 2.1 – Principe de la localisation.

Le but est de localiser angulairement une ou plusieurs sources rayonnantes à partir d’observa-
tions issues d’un réseau de capteurs appelé antenne (figure 2.1). Cette localisation peut se faire
de manière active, c’est-à-dire qu’un signal connu est émis et différentes versions de ce signal
réfléchies par l’environnement sont captées par l’antenne puis traitées. Les applications sont le
radar de surveillance ou de poursuite, le GSM, ou encore la prospection sismique. Ce type de lo-
calisation est à opposer à la localisation passive où l’antenne écoute simplement les signaux émis
spontanément par l’environnement. Les applications sont le sonar ou encore la radio-astronomie.

9
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Le modèle paramétrique des observations reçues par une antenne composée de N capteurs
est le suivant :

y (ti) = A (θ) s (ti) + b (ti) i = 1, ..., T, (2.1)

où :
– T est le nombre d’observations considérées ;
– y (ti) ∈ MN×1 (C) est un vecteur d’observations complexes ;
– s (ti) ∈ MM×1 (C) est le vecteur complexe des signaux rayonnés par les M sources ;
– b (ti) ∈ MN×1 (C) est un vecteur de bruit complexe additif ;
– θ = [θ1 θ2 · · ·θM ]∈MP×M (R) est le vecteur réel des paramètres angulaires des sources ;

dans le cas général d’une localisation en 3 dimensions, θm est issu de la concaténation de
l’azimuth et de l’élévation de chaque source et P = 2 ;

– A (θ) = [a (θ1) a (θ2) · · ·a (θM )] ∈ MN×M (C) est la matrice déterministe des vecteurs
directeurs a (θm) ∈ MN×1 (C) dépendant de la géométrie de l’antenne, de la structure
des capteurs et des directions d’arrivée. Le vecteur directeur a (θm) mesure la réponse du
réseau (fonction de transfert). A titre d’exemple, pour une antenne linéaire uniforme (ALU)
et une antenne circulaire uniforme (ACU), le kième élément de a (θm) s’écrit

aALUk (θm) = ej(k−1) 2πd
λ

sin(θm),

aACUk (θm, ϕm) = ej
2πr
λ

cos(θm) cos(ϕm−kγ),
(2.2)

où λ est la longueur d’onde, d la distance inter-capteur pour l’ALU, γ et r respectivement
l’angle inter-capteur et le rayon de l’ACU. ϕm est l’azimuth et θm est l’élévation de la
source m (figure 2.1).

Le processus y (ti) est observé à T instants {t1, t2, · · · , tT }. De la concaténation des vecteurs
d’observations y (ti), nous obtenons la matrice des données YT

YT = A (θ)ST +BT , (2.3)

avec

YT = [y (t1) y (t2) · · · y (tT )] , (2.4)
ST = [s (t1) s (t2) · · · s (tT )] , (2.5)
BT = [b (t1) b (t2) · · · b (tT )] . (2.6)

La construction du modèle (2.3) est détaillée dans [OVSN93] en particulier concernant l’iden-
tifiabilité. Il faut cependant noter que ce modèle est établi selon l’hypothèse de signaux s (ti) à
bande étroite, c’est-à-dire que la fonction de transfert est invariante dans la bande instantanée
des signaux reçus, et aussi selon l’hypothèse de signaux en champ lointain.

Les hypothèses effectuées dans ce chapitre sont les suivantes :

H1 Les signaux s (ti) sont supposés circulaires
(
E
[
s (ti) s

T (ti)
]
= 0

)
, temporellement blancs,

issus de processus aléatoires gaussiens de moyennes nulles et de matrice de covariance
inconnue Σs = E

[
s (ti) s

H (ti)
]
. Notons qu’ils peuvent être partiellement corrélés (Σs n’est

pas forcement diagonale mais de rang plein),
H’1 Les signaux s (ti) sont supposés déterministes, mais inconnus.
H2 Le bruit b (ti) est supposé indépendant des signaux s (ti), circulaire

(
E
[
b (ti)b

T (ti)
]
= 0

)
,

issu d’un processus aléatoire gaussien, temporellement blanc, à moyenne nulle et de matrice
de covariance Σb = E

[
b (ti)b

H (ti)
]
= σ2IN (hypothèse de blancheur spatiale) où σ2 est

la puissance du bruit supposée inconnue.
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H3 Tous les paramètres inconnus sont supposés déterministes, c’est-à-dire invariant par l’expé-
rience.

H4 A (θ) est supposée de rang plein (M < N) et ∀θm, ∥a (θm)∥ =
√
N . La géométrie de l’an-

tenne est non-ambiguë.

H5 On suppose une phase de détection préliminaire, en conséquence, le nombre de sources est
connu.

Dans la suite selon la méthode du maximum de vraisemblance considérée, nous nous placerons
dans le cadre de l’hypothèse H1 (MVS) ou dans le cadre de l’hypothèse H’1 (MVD).

Notons que d’après H1, H’1 et H2, les observations y (ti) sont indépendantes. Il faut égale-
ment noter que le modèle (2.3), classique en traitement d’antenne, nécessite une calibration en
condition opérationnelle. En effet, le vecteur directionel, a (θi), est supposé connu et détermi-
niste. Cette hypothèse est souvent erronée dans le sens où, par exemple, la géométrie de l’antenne
n’est généralement pas parfaitement connue. On pourra se reporter aux références suivantes pour
de plus amples détails concernant la calibration : [Van02] [HLS93].

2.2 Méthodes du maximum de vraisemblance

La localisation angulaire de sources a donné lieu à une pléthore d’algorithmes d’estimation.
Ces algorithmes peuvent se diviser en deux parties :

– Les méthodes non-paramétriques. Elles n’utilisent pas de modèle de signaux reçus. La
plus célèbre est sans nul doute la formation de voies qui est une extension spatio-temporelle
de la transformée de Fourier. L’extension la plus connue de la formation de voies est la
méthode de Capon [Cap69]. Malheureusement, ces méthodes souffrent d’un désavantage
majeur : elles sont limitées en résolution 1 par le diagramme d’ambiguïté de l’antenne. En
effet, deux sources placées dans le lobe principale du diagramme d’ambiguïté ne seront pas
séparées. On peut donner l’exemple de la formation de voies pour laquelle la résolution
limite est définie comme la largeur, noté 2θ3dB, du lobe principal à 3 dB en dessous du
maximum. On obtient approximativement dans le cas du modèle ALU avec des capteurs
distants d’une demi longueur d’onde :

2θ3dB =
100

N
, (en degrés) (2.7)

ce qui signifie qu’une antenne composée de deux capteurs ne pourra séparer deux sources
dont l’écart angulaire est inférieur à 50 degrés ou qu’il faudra une centaine de capteurs
pour séparer deux sources dont l’écart angulaire est égal à 1 degré, conduisant à un coût
de fabrication prohibitif.

– Les méthodes paramétriques. Elles exploitent un modèle de signaux reçus, par exemple
le modèle (2.3). Ces méthodes sont souvent dites à haute résolution puisqu’elles per-
mettent, sous certaines conditions, d’avoir un pouvoir de résolution infini. Néanmoins,
ces méthodes sont beaucoup moins robustes aux erreurs de modèle que les méthodes
non-paramétriques. On peut classer ces techniques en deux catégories : les méthodes de
sous-espaces et la méthode du maximum de vraisemblance. Les méthodes de sous-espaces
s’appuient sur une décomposition de l’espace des observations, grâce à la matrice de co-
variance des observations, en deux sous-espaces : le sous-espace signal et le sous-espace
bruit, et exploitent la propriété d’orthogonalité entre ceux-ci. On citera par exemple la

1. Le concept de résolution est l’aptitude à séparer deux sources proches et de puissance égale.



12 CHAPITRE 2. PERFORMANCE ASYMPTOTIQUE DU MV EN TRAITEMENT D’ANTENNE

méthode MUSIC (MUltiple Signal Classification) [Sch81] et ses nombreuses variantes : l’al-
gorithme Min-Norm [KT83] [Red79] [LVT89], ESPRIT (Estimation of Signal Parameters
via Rotational Invariance Techniques) [PRK86] [RPK86], WSF (Weighted Subspace Fit-
ting ) [VOK91], etc.... Les méthodes de sous-espaces requièrent généralement une simple
optimisation mono-dimensionnelle. La méthode du maximum de vraisemblance s’appuie
quant à elle sur une exploitation des connaissances statistiques des observations par l’in-
termédiaire de la fonction de vraisemblance. La méthode du maximum de vraisemblance
conduit à l’optimisation d’un critère multi-dimensionnel. Elle est souvent qualifiée “d’op-
timale” pour ses bonnes propriétés statistiques en termes de consistance et d’efficacité. Le
revers de la médaille est bien sûr une charge de calcul élevée pour la méthode du maxi-
mum de vraisemblance, mais l’augmentation de la puissance des calculateurs a conduit la
communauté du traitement du signal à s’y intéresser.

Le principe de l’estimation au sens du maximum de vraisemblance est illustré figure 2.2.

Figure 2.2 – Principe de l’estimation au sens du maximum de vraisemblance.

La densité de probabilité p (x|θ) d’une variable aléatoire x dépend d’un vecteur de paramètres
inconnu θ. Sur l’exemple de la figure 2.2, ce vecteur de paramètres peut prendre deux valeurs θ1

et θ2 conduisant à deux densités de probabilité p (x|θ1) et p (x|θ2). Soit une réalisation de la
variable aléatoire x appelée observation xobs, alors le paramètre θ1 est plus vraisemblable que θ2

car il maximise la probabilité d’apparition de xobs. En généralisant ceci à un vecteur aléatoire x
dont une réalisation sera le vecteur d’observation xobs et à un continuum de jeux de paramètres,
on obtient l’estimateur au sens du maximum de vraisemblance

θ̂ML = arg max
θ

p (xobs|θ) . (2.8)

Dans le cadre du modèle paramétrique (2.3), deux méthodes du maximum de vraisemblance
ont été développées. La méthode du maximum de vraisemblance déterministe (MVD) et la mé-
thode du maximum de vraisemblance stochastique (MVS).

2.2.1 Maximum de vraisemblance stochastique

Le MVS s’appuie sur l’hypothèse H1, à savoir que les signaux sources sont issus d’un pro-
cessus aléatoire gaussien stationnaire. Cette hypothèse trouve sa légitimité dans la multitude de
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processus naturels régis par cette loi ainsi que dans le théorème de la limite centrale. Sous les
hypothèses H1 et H2, les observations suivent une loi gaussienne complexe de moyenne nulle et,
les matrices de covariance et de pseudo-covariance des observations s’expriment sous la forme :

E
[
y (ti)y

H (tj)
]

= Σyδij =
(
A (θ)ΣsA

H (θ) + σ2IN
)
δij , (2.9)

E
[
y (ti)y

T (tj)
]

= 0. (2.10)

Dans ce contexte, les M2 + PM + 1 paramètres inconnus sont

ηMV S =
[
vecT (Σs) vec

T (θ) σ2
]T
. (2.11)

Sous H3, la vraisemblance des observations est donnée par

p (YT |ηMV S) =
1

(πN |Σy|)T
e
−

T∑
i=1

yH(ti)Σ
−1
y y(ti)

. (2.12)

L’estimateur du MVS de ηMV S est obtenu par maximisation de la vraisemblance ou, de
manière équivalente, par minimisation de la log-vraisemblance négative normalisée par T où les
termes indépendants des paramètres ont été ignorés, c’est-à-dire :

η̂MV S = arg min
ηMV S

ln |Σy|+ tr
(
Σ−1

y Σ̂y

)
, (2.13)

où Σ̂y = 1
T

T∑
i=1

y (ti)y
H (ti) est la matrice de covariance empirique des observations. On peut

démontrer que le problème est séparable et qu’il existe une solution analytique Σ̂s et σ̂2 à θ fixé.
Après concentration du critère, c’est-à-dire après report de Σ̂s et σ̂2 dans celui-ci, on obtient
l’estimateur du MVS pour les paramètres d’intérêts θ [Böh86] [Bre88] [Jaf88] :

θ̂MV S = arg min
θ

ln
∣∣∣A (θ) Σ̂s (θ)A

H (θ) + σ̂2 (θ) IN

∣∣∣
= arg min

θ

∣∣∣A (θ) Σ̂s (θ)A
H (θ) + σ̂2 (θ) IN

∣∣∣, (2.14)

avec

σ̂2 (θ) =
1

N −M
tr
(
Π⊥

A (θ) Σ̂y

)
, (2.15)

Σ̂s (θ) = A† (θ)
(
Σ̂y − σ̂2 (θ) IN

)
A†H (θ) , (2.16)

où Π⊥
A (θ) = IN −A (θ)A† (θ) est le projecteur orthogonal sur le noyau de AH (θ).

2.2.2 Maximum de vraisemblance déterministe

Le MVD s’appuie sur l’hypothèse H’1, à savoir que les signaux sources sont supposés déter-
ministes et sont donc autant d’inconnues à estimer. L’intérêt de cette méthode réside dans le
fait qu’il existe des applications où les signaux sources ne sont pas gaussiens. On peut citer par
exemple le cas des communications numériques ou du radar actif. Sous les hypothèses H’1 et
H2, les observations suivent une loi gaussienne complexe de moyenne

E [y (ti)] = A (θ) s (ti) , (2.17)
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et de matrices de covariance et de pseudo-covariance

E
[
(y (ti)− E [y (ti)]) (y (tj)− E [y (tj)])

H
]

= σ2INδij , (2.18)

E
[
(y (ti)− E [y (ti)]) (y (tj)− E [y (tj)])

T
]

= 0. (2.19)

Dans ce contexte, les 2TM + PM + 1 paramètres inconnus sont

ηMVD =
[
vecT (ST ) vec

T (θ) σ2
]T
. (2.20)

Sous H3, la vraisemblance des observations est donnée par

p (YT |ηMVD) =
1

(πσ2)TN
e
− 1

σ2

T∑
i=1

(y(ti)−A(θ)s(ti))
H(y(ti)−A(θ)s(ti))

. (2.21)

Par passage à la log-vraisemblance négative où les termes indépendants des paramètres ont
été ignorés, on obtient l’estimateur du MVD pour ηMVD :

η̂MVD = arg min
ηMV D

TN ln
(
σ2
)
+

1

σ2

T∑
i=1

∥y (ti)−A (θ) s (ti)∥2 . (2.22)

Pour tout θ et ST , la minimisation de (2.22) par rapport à σ2 conduit de manière triviale à :

σ̂2 =
1

TN

T∑
i=1

∥y (ti)−A (θ) s (ti)∥2 . (2.23)

En posant η′
MVD =

[
vecT (ST ) vecT (θ)

]T et en insérant (2.23) dans (2.22), il vient :

η̂′
MVD = arg min

η′
MV D

T∑
i=1

∥y (ti)−A (θ) s (ti)∥2 . (2.24)

Ce critère est quadratique en les s (ti), donc

ŝ (ti) = A† (θ)y (ti) ⇐⇒ ŜT = A† (θ)YT , (2.25)

et par report de (2.25) dans (2.24) on obtient l’estimateur du MVD pour les paramètres d’intérêts
θ [Böh84] :

θ̂MVD=arg min
θ

tr
(
Π⊥

A (θ) Σ̂y

)
, (2.26)

avec Σ̂y = 1
T

T∑
i=1

y (ti)y
H (ti) et Π⊥

A (θ) = IN −A (θ)A† (θ) est le projecteur orthogonal sur le

noyau de AH (θ).
Remarque : il existe une variante du MVD où les signaux sources sont également modélisés

par des quantités déterministes inconnues mais paramétrées par un jeu fini de fonctions connues.
Cette variante est appelée maximum de vraisemblance paramétré (MVP) et est généralement
utilisée dans un contexte trajets multiples ou radar actif [LC93] [LHSV95] [CM97].
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2.3 Généralités sur les performances asymptotiques

La plupart des études sur les performances asymptotiques des estimateurs sont conduites à
fort nombre d’observations (T → ∞). Ceci est vraisemblablement dû au fait que les méthodes
utilisées pour ces analyses asymptotiques proviennent de la communauté mathématique. On
pourra citer, par exemple, le théorème limite centrale. Or la notion de RSB ou de nombre de
capteurs sont des éléments physiques importants pour la communauté du traitement du signal.
Concernant le domaine du traitement d’antenne qui nous intéresse ici, on peut comprendre le
terme asymptotique selon trois axes différents : un nombre infini d’observations et/ou un nombre
infini de capteurs et/ou un RSB infini. Nous présentons ici un résumé des résultats connus pour
les estimateurs au sens du maximum de vraisemblance présentés ci-avant.

2.3.1 Bornes de Cramér-Rao stochastique et déterministe

La borne de Cramér-Rao est la référence la plus généralement utilisée pour juger des per-
formances d’un estimateur. Elle donne la variance minimale qu’un estimateur non-biaisé peut
espérer atteindre et est définie comme suit : soit ϕ̂ un estimateur d’un paramètre déterministe
candidat ϕ de vraie valeur ϕ0. ϕ̂ est supposé non-biaisé en ϕ0 et la dérivée de son biais est
supposée nulle en ϕ0. Soit x ∈ Ω un vecteur d’observation dépendant de ϕ au travers d’une
fonction de vraisemblance p (x|ϕ). Alors on a l’inégalité suivante dite inégalité de Cramér-Rao 2

cov
(
ϕ̂
)
≥

(
E

[
∂ ln p (x|ϕ)

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ0

∂ ln p (x|ϕ)
∂ϕT

∣∣∣∣
ϕ0

])−1

, (2.27)

où la matrice de covariance de ϕ̂ est donnée par cov
(
ϕ̂
)

= E
[
ϕ̂ϕ̂

T
]
=

∫
Ω

ϕ̂ϕ̂
T
p
(
x| ϕ̂

)
dx.

La quantité E
[
∂ ln p(x|ϕ)

∂ϕ

∣∣∣
ϕ0

∂ ln p(x|ϕ)

∂ϕT

∣∣∣
ϕ0

]
est appelée matrice d’information de Fisher (MIF).

L’inverse de la MIF donne la BCR.
Dans le contexte du modèle (2.3) sous l’hypothèse H1 ou H’1, on obtient en utilisant (2.12) ou

(2.21) et après quelques efforts algébriques, la BCR stochastique (BCRS) et la BCR déterministe
(BCRD) pour les directions d’arrivée θ0 et pour P = 1, c’est-à-dire pour un seul paramètre
angulaire à estimer par source [SN90b]

BCRS (θ0) =
σ2

2T

[
Re
{
H (θ0)⊙ΣsA

H (θ0)Σ
−1
y A (θ0)Σs

}]−1
, (2.28)

et [SN89] [CTO89]

BCRD (θ0) =
σ2

2T [Re {H (θ0)⊙Σs}]−1 , (2.29)

avec

Σs =
1
T

T∑
i=1

s (ti) s
H (ti) ,

H (θ) = DH (θ)Π⊥
A (θ)D (θ) ,

D (θ0) =

[
∂a(θ)
∂θ

∣∣∣
θ1

∂a(θ)
∂θ

∣∣∣
θ2

· · · ∂a(θ)
∂θ

∣∣∣
θM

]
.

(2.30)

On présentera dans la suite certains résultats concernant la relation d’ordre entre BCRS (θ0)
et BCRD (θ0).

2. La relation d’ordre A ≥ B avec A et B appartenant à MQ×Q (R) signifie que la matrice A−B est définie
non-négative.
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2.3.2 État de l’art

Nous présentons ici un certain nombre de résultats concernant les performances asympto-
tiques des estimateurs du maximum de vraisemblance.

– Les résultats asymptotiques les plus nombreux s’intéressent à un nombre d’observations T
tendant vers l’infini (à nombre de capteur fini et à RSB fini). Dans ce contexte, l’estimateur
du MVS est asymptotiquement gaussien et efficace [Leh83] [SN90b]. En d’autres termes

√
T
(
θ̂MV S − θ0

)
T→∞∼ NR (0,CMV S) , (2.31)

avec
1
TCMV S = BCRS (θ0) . (2.32)

Concernant l’estimateur du MVD dans le contexte d’un fort nombre d’observations, il a été
établi qu’il était asymptotiquement gaussien mais non-efficace [SN90a] [VO91]. Il paraît en
effet logique que l’estimation de la matrice des vecteurs signaux ST n’est pas consistante 3

puisque le nombre d’inconnues augmente avec T . En d’autres termes

√
T
(
θ̂MVD − θ0

)
T→∞∼ NR (0,CMVD) , (2.33)

avec

1

T
CMVD = BCRD (θ0) + 2TBCRD (θ0)Re

{
H (θ0)⊙

(
AT (θ0)A

∗ (θ0)
)−1
}
BCRD (θ0) ,

(2.34)

1
TCMVD > BCRD (θ0) . (2.35)

Il a également été démontré que l’estimateur du MVD devenait efficace lorsque le nombre
d’observations tendait vers l’infini et le nombre de capteurs tendait lui aussi vers l’infini (à RSB
fini) [SN90b].

Concernant l’estimateur du MVP, dans le cas de signaux sources décorrélés, il a été établi qu’il
était asymptotiquement (en nombre d’observations) gaussien et efficace [LC93] [LHSV95] [CM97].

Enfin, concernant les BCR et les matrices de covariance asymptotique (en nombre d’obser-
vations), on peut démontrer que [OVSN93]

1
TCMVD ≥ 1

TCMV S = BCRS (θ0) ≥ BCRD (θ0) . (2.36)

Il faut noter que l’inégalité de gauche provient de l’application de la méthode du maximum
de vraisemblance déterministe sous l’hypothèse de signaux gaussiens.

– Lorsque le terme asymptotique correspond à un nombre de capteurs tendant vers l’infini
(à nombre d’observations fini et à RSB fini), Viberg [VON95] a démontré la gaussianité et
l’efficacité de l’estimateur du MVD et l’efficacité de l’estimateur du MVS.

– Lorsque le terme asymptotique correspond à un RSB tendant vers l’infini (à nombre d’ob-
servations fini et à nombre de capteurs fini), Forster, Boyer et Larzabal [Boy02] [FBL04]
ont démontré que l’estimateur du MVS est non-gaussien et non-efficace à fort RSB pour
un scénario à une seule source. Toujours dans le cas d’une seule source, Kay [Kay93] page
297 a démontré que l’estimateur du MVD était gaussien.

3. On peut néanmoins démontrer que les estimées de ST sont non-biaisées lorsque le nombre d’observations
tend vers l’infini (à nombre de capteur fini et à RSB fini).
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2.4 Performance asymptotique en terme de rapport signal sur
bruit

Dans cette section, l’objectif est de caractériser les performances de θ̂MVD et θ̂MV S pour un
nombre fini d’observations et de capteurs et un RSB infini et ainsi d’étendre les caractérisations
asymptotiques rappelées ci-dessus.

Remarque concernant les notations : dans cette section, la convention suivante est
adoptée : le vecteur (ou la matrice) quelconque noté x (ω) est une réalisation d’un processus
aléatoire noté x au travers de l’événement ω appartenant à l’espace des événements Ω.

2.4.1 Maximum de vraisemblance déterministe

Nous formalisons et étendons ici le résultat obtenu par Kay dans [Kay93] page 297 démontrant
que l’estimateur du MVD pour une seule source fonction d’un seul paramètre (P = M = 1) est
gaussien à fort RSB pour un nombre fini d’échantillons et un nombre fini de capteurs. Ainsi, nous
démontrons la gaussianité et l’efficacité asymptotique en RSB du MVD et du MVP quel que soit
le nombre de sources et quelle que soit la géométrie de l’antenne (néanmoins non-ambïgue). Pour
ce faire, nous utilisons un modèle plus général que le modèle du MVD et du MVP. Puis nous
utilisons le théorème des fonctions implicites (voir par exemple, [Rud76] théorème 9.28) pour
terminer notre démonstration.

Nous utiliserons ici un modèle d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée plus général
que le modèle (2.1) sous H’1,

y (ω) = m (p0) + b (ω) , (2.37)

où y (ω) ∈ MN×1 (R) est une réalisation des observations, p = [p1, . . . , pP ]
T ∈ MP×1 (R) est le

vecteur réel des P (P ≤ N) paramètres d’intérêts déterministes mais inconnus avec pour vraie
valeur le vecteur p0 ∈ MP×1 (R), m ∈ MN×1 (R) est un vecteur réel déterministe dépendant
généralement de manière non-linéaire de p, b (ω) ∈ MN×1 (R) est une réalisation d’un bruit
additif réel issu d’un processus gaussien b de moyenne nulle et de matrice de covariance σ2C.
La matrice C est supposée connue et σ2 est supposé inconnu. En outre, on supposera le modèle
m(p) identifiable, c’est-à-dire que m (p1) = m (p2) =⇒ p1 = p2. L’analyse à fort RSB reviendra
à analyser le comportement statistique de p̂ lorsque σ2 → 0.

La fonction de log-vraisemblance ln f
(
y (ω)|p, σ2

)
des observations s’écrit :

ln f
(
y (ω)|p, σ2

)
= −1

2
ln
(
(2π)N

∣∣σ2C∣∣)− 1

2σ2
(y (ω)−m (p))T C−1 (y (ω)−m (p)) . (2.38)

On remarquera que l’étude du modèle y̌ (ω) = m̆(p0) + b̌ (ω) où y̌ (ω) , m̆(p0) et b̌ (ω) sont
des vecteurs complexes peut être conduite, sans perte de généralité, avec le modèle réel (2.37).
En effet, en concaténant les parties réelles et imaginaires de y̌ (ω) , m̆(p0) et b̌ (ω), on obtient le
modèle : [

Re {y̌ (ω)}
Im {y̌ (ω)}

]
=

[
Re {m̆ (p0)}
Im {m̆ (p0)}

]
+

[
Re
{
b̌ (ω)

}
Im
{
b̌ (ω)

} ] , (2.39)

qui est similaire à (2.37). Les modifications concernant la fonction de log-vraisemblance des
observations (2.38) sont triviales et conduisent à une matrice de covariance augmentée de taille
2N × 2N incluant la possibilité d’un bruit circulaire.

Dans le contexte du traitement d’antenne, le modèle (2.37) rend compte des deux problèmes
suivants :
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– La méthode du MVD présentée section 2.2.2, en posant

m (p) =
[
Re {vec (A (θ0)ST )}T Im {vec (A (θ0)ST )}T

]T
, (2.40)

où p =
[
vecT (θ) vec(ST )

T
]T .

– Le modèle avec forme d’onde connue à la base de la méthode du MVP (voir [LC93]) (avec
les notations de l’équation (8) de [LC93])

x(t) = A (θ0)P (t)α+ n(t), (2.41)

en posant

m (p) =
[
Re {vec (A (θ0)P (t)α)}T Im {vec (A (θ0)P (t)α)}T

]T
, (2.42)

où p =
[
θT αT

]T
. Ici, P (t) représente la matrice des signaux de forme d’onde connue et

α est le vecteur inconnu des gains.
En conséquence, l’analyse statistique de p̂ pour le modèle (2.37) nous permettra de conclure

sur les performances asymptotiques à fort RSB des estimateurs du MVD et du MVP.

2.4.1.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimée au sens du maximum de vraisemblance du vecteur p est donnée par :{
p̂ (ω) = arg min

p
J (p) ,

J (p) = (y (ω)−m (p))T C−1 (y (ω)−m (p)) .
(2.43)

La solution de l’équation (2.43) est obtenue par annulation du gradient du critère J (p). Ceci
conduit au système à P équations suivant (la dépendance par rapport à b (ω) est laissée explicite)

g (p,b (ω))|p=p̂(ω) = 0, (2.44)

où les éléments du vecteur g =
[
g1 (p,b (ω)) · · · gP (p,b (ω))

]T , pour i = 1, . . . , P , sont
donnés par :

gi (p,b (ω)) = (y (ω)−m (p))T C−1∂m (p)

∂pi

= (m (p0)−m (p) + b (ω))T C−1∂m (p)

∂pi
. (2.45)

2.4.1.2 Rappel : le théorème des fonctions implicites

Soit ϑ (u,v) =
[
ϑ1 (u,v) · · · ϑP (u,v)

]T une fonction de RP × RN → RP . Nous suppo-
serons les hypothèses suivantes vérifiées

H1TFI ϑi (u,v) pour i = 1, . . . , P est une fonction différentiable sur un voisinage de (u0,v0)
dans RP × RN .

H2TFI ϑi (u0,v0) = 0 pour i = 1, . . . , P .

H3TFI la matrice Jacobienne Φ ∈ MP×P (R) de ϑi (u,v) par rapport à u est supposée non-
singulière en (u0,v0).
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Alors, il existe un voisinage V du point v0 dans RN , il existe un voisinage U du point u0

dans RP , et il existe une unique fonction φ : V → U telle que φ (v0) = u0 et ϑi (φ (v) ,v) = 0
pour i = 1, . . . , P et pour tout v dans V . De plus, φ est différentiable en v0 et on a

φ (v)−u0 =−Φ−1Ψ (v − v0) + r (v − v0) , (2.46)

où le reste r (v − v0) = o (∥v − v0∥) et, où

Φ =

[
∂ϑ

∂u1

∣∣∣∣
(u0,v0)

, · · · , ∂ϑ
∂uP

∣∣∣∣
(u0,v0)

]
, Φ ∈MP×P (R) , (2.47)

Ψ =

[
∂ϑ

∂v1

∣∣∣∣
(u0,v0)

, · · · , ∂ϑ
∂vN

∣∣∣∣
(u0,v0)

]
, Ψ ∈MP×N (R) , (2.48)

en posant u =
[
u1 · · · uP

]T et v =
[
v1 · · · vN

]T .

2.4.1.3 Application au gradient du critère du maximum de vraisemblance

Nous allons maintenant détailler la structure des matrices Φ et Ψ dans le cadre de la fonction
g (2.45). Dans la suite, nous verrons que le vecteur u est connecté aux paramètres p et que le
vecteur v est connecté au vecteur du bruit b. Concernant les éléments de Ψ, on a

Ψi,j =
∂gi (u,v)

∂vj

∣∣∣∣
(u0,v0)

=
∂vT

∂vj
C−1∂m

∂ui

∣∣∣∣
(u0,v0)

, 1 ≤ i ≤ P et 1 ≤ j ≤ N. (2.49)

Concernant les éléments de Φ, on a

Φi,j =
∂gi (u,v)

∂uj

∣∣∣∣
(u0,v0)

= − ∂mT

∂uj
C−1∂m

∂ui

∣∣∣∣
u0

, 1 ≤ i, j ≤ P. (2.50)

En d’autres mots,

Ψ =
∂mT

∂u
C−1 ∂v

∂vT
et Φ = −∂m

T

∂u
C−1 ∂m

∂uT
. (2.51)

On remarquera que les matrices Φ et Ψ sont reliées par la relation suivante

Φ = −ΨCΨT , (2.52)

puisque ∂v
∂vT = IN .

Appliquons maintenant le théorème des fonctions implicites à g en posant v = b (ω), φ (v) =
p̂ (ω), u0 = p0 et v0 = 0. On notera que l’hypothèse H2TFI est satisfaite puisque, dans le cas
où le bruit est nul, le critère (y (ω)−m (p))T C−1 (y (ω)−m (p)) est minimum et égal à 0 pour
p = p0. Les hypothèses H1TFI et H3TFI seront supposées satisfaites dans la suite.

Le théorème des fonctions implicites conduit à

p̂ (ω)−p0 =−Φ−1Ψb (ω) + r (b (ω)) , ∀ω ∈ Ω. (2.53)
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2.4.1.4 Gaussianité asymptotique en RSB de l’estimateur du maximum de vrai-
semblance

Soit bk une suite de vecteurs de bruit aléatoires gaussiens de moyennes nulles et de ma-
trices de covariance σ2kC. σk est une suite telle que σk → 0 quand k → ∞. Soient p̂k (ω) et
bk (ω) les réalisations de deux suites de vecteurs aléatoires p̂k et bk. p̂k (ω) est la solution de
(2.44). Soit ∆pk (ω) =

1
σk

(p̂k (ω)− p0) la réalisation d’une suite de vecteurs aléatoires ∆pk. Le
comportement de l’estimateur du maximum de vraisemblance à fort RSB est alors donné par le
comportement du vecteur aléatoire ∆pk lorsque k → ∞. De (2.53) on obtient

∆pk (ω) = −Φ−1Ψ
bk (ω)

σk
+

r (bk (ω))

σk
, ∀ω ∈ Ω, (2.54)

où de manière équivalente en termes de vecteurs aléatoires bk and ∆pk

∆pk = −Φ−1Ψ
bk
σk

+
r (bk)

σk
. (2.55)

Le reste r (bk) est donné par le lemme 2.12 (i) de [vdV98]

r (bk) = op (∥bk∥) . (2.56)

Il s’agit maintenant d’étudier les deux termes du membre de droite de (2.55). Pour cela, on
notera que le terme bk

σk
est distribué selon une loi gaussienne à moyenne nulle et de matrice de

covariance C. Le terme r(bk)
σk

=
op(∥bk∥)

σk
peut être réécrit comme

op (∥bk∥)
σk

=
∥bk∥
σk

op (∥bk∥)
∥bk∥

, (2.57)

où, par définition, op(∥bk∥)
∥bk∥ converge en probabilité vers zéro et où ∥bk∥

σk
suit une loi du chi qui ne

dépend pas de k. En conséquence, op(∥bk∥)
σk

converge en probabilité vers zéro ( [Rao02] page 122).
Concernant le terme −Φ−1Ψbk

σk
, il suit une distribution gaussienne de moyenne nulle et de

matrice de covariance Γ égale à

Γ = Φ−1ΨC
(
Φ−1Ψ

)T
= Φ−1ΨCΨT

(
ΦT
)−1

= −Φ−1 =
(
ΨCΨT

)−1
, (2.58)

grâce à (2.52). Sachant que la somme d’une variable aléatoire gaussienne et d’une variable
aléatoire convergeant en probabilité vers 0 est une variable aléatoire gaussienne [Rao02], ∆pk
converge en distribution vers un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de matrice de
covariance Γ =

(
ΨCΨT

)−1 lorsque k → ∞ c’est-à-dire lorsque σk → 0. Ceci démontre la gaus-
sianité asymptotique en RSB de l’estimateur du maximum de vraisemblance pour un modèle
d’observations à moyenne paramétrée, et, de ce fait la gaussianité asymptotique en RSB du
MVD et du MVP quel que soit le nombre de sources. Ces conclusions sont résumées dans le
théorème suivant.

Théorème 2.1 :
∆θMVD

RSB→∞∼ NR (0,Γ). (2.59)
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2.4.1.5 Efficacité asymptotique en RSB de l’estimateur du maximum de vraisem-
blance

La forme analytique de la matrice de covariance Γ obtenue à l’aide du théorème des fonc-
tions implicites va nous permettre d’établir l’efficacité asymptotique en RSB de l’estimateur du
maximum de vraisemblance par une comparaison directe avec la BCR. Regardons de plus près la
structure de la MIF qui se réduit dans ce cas à une matrice bloc diagonale grâce au découplage
entre les paramètres p et σ2 [ZN90]

MIF
(
p0, σ

2
)
=

(
MIF (p0) 0

0 MIF
(
σ2
) ) . (2.60)

Concernant p0 la BCR est donnée par

BCR (p0) = MIF−1 (p0)

= −

(
E

[
∂2 ln f

(
y|p,σ2

)
∂p∂pT

])−1

= 2σ2
(
E
[
∂2(y−m(p))TC−1(y−m(p))

∂p∂pT

])−1

= −σ2
(
E
[
∂g (p,n)

∂pT

])−1

= −σ2Φ−1 = σ2
(
ΨCΨT

)−1
. (2.61)

L’égalité des expressions (2.58) et (2.61) démontre le théorème suivant.

Théorème 2.2 : Les estimateurs du MVD et du MVP sont asymptotiquement efficaces en
RSB quel que soit le nombre de sources

1
σ2BCR (p0) = Γ (p̂) . (2.62)

2.4.1.6 Simulations

Afin d’illustrer cette analyse, nous présentons maintenant quelques résultats de simulations
dans le contexte de l’estimation de directions d’arrivée par la méthode du MVD décrit section
(2.2.2). La BCR est donnée par (2.29). Dans toute cette section, nous considérons une antenne
linéaire uniforme (ALU) composée de N = 10 capteurs espacés d’une demi longueur d’onde.
Les directions d’arrivées sont données par rapport au travers de l’antenne. T = 10 observations.
L’algorithme du MVD est mis en oeuvre à l’aide d’un algorithme de Gauss-Newton précédé d’une
recherche grossière sur une grille de valeurs.

Efficacité

On considère le cas de deux sources de même puissance situées en θ0 = [0̊ 3̊ ], c’est-à-dire
dans le lobe principal de l’antenne de largeur 10 degrés. Les simulations de Monte-Carlo sont
conduites à l’aide de r = 1000 réalisations indépendantes. La figure 2.3 donne le comportement
de la variance empirique de l’estimateur du MVD et de la BCR associée pour les deux sources
en fonction du RSB. On observe l’efficacité asymptotique en RSB.

On observe également le phénomène de décrochement évoqué au chapitre 1, lorsque le RSB
devient faible (environ 5dB dans ce cas). Ce phénomène donne la plage en dehors de laquelle le
terme “asymptotique en RSB” n’est plus valable (on pourra se reporter à [Ath05] où une analyse
de la prédiction du décrochement est donnée pour ce type de scénario).
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Figure 2.3 – MVD. Variance empirique de l’estimateur, BCR déterministe en fonction du RSB.
θ0 = [0̊ 3̊ ]. T = 10 observations. N = 10 capteurs. r = 1000 réalisations.

Gaussianité

La figure 2.4 représente l’histogramme des estimées pour un RSB égal à 30dB et une compa-
raison avec une distribution gaussienne de moyenne θ0 et de matrice de covariance BCR (p0).
Les simulations de Monte-Carlo sont conduites à l’aide de r = 10000 réalisations indépendantes.
On constate une bonne adéquation entre les estimées et la distribution théorique.

Pour confirmer ce résultat “visuel”, nous avons réalisé un test d’hypothèses de Lilliefors [Lil67].
Ce test évalue l’hypothèse de gaussianité d’un échantillon [x1 · · ·xL]. Ce test est proche du test de
Kolmogorov-Smirnov, mais la moyenne et la variance a priori n’ont pas besoin d’être spécifiées
au préalable.

La quantité Tstat issue du test de Lilliefors est la distance verticale maximale entre la fonction
de répartition empirique F (s) de la série

zk =

xk − 1
L

L∑
i=1

xi√
1
L

L∑
j=1

(
xj − 1

L

L∑
i=1

xi

)2
, (2.63)

et la fonction de répartition Q (s) d’une distribution gaussienne à moyenne nulle et de variance
1. En d’autres mots

Tstat =sup
s∈IR

|F (s)−Q (s)| . (2.64)

L’hypothèse de gaussianité est rejetée pour un indice de confiance α (égale à 5% dans la suite)
si T dépasse le quantile 1− α disponible dans les tables de quantiles de Lilliefors [Con80] égal à
0.886√

r
pour r > 30. Ici, cette valeur est de 0.886√

r
= 0.028 puisque les simulations de Monte-Carlo

sont conduites à l’aide de r = 1000 réalisations indépendantes.
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Figure 2.4 – MVD. Histogramme des estimées. θ0 = [0̊ 3̊ ]. RSB = 30dB. T = 10 observa-
tions. N = 10 capteurs. r = 10000 réalisations.

Le test est réalisé dans le cadre du scénario susmentionné (deux sources de même puissance
situées en θ0 = [0̊ 3̊ ], 10 observations, 10 capteurs, 1000 réalisations de Monte-Carlo). La
figure 2.5 montre le comportement de Tstat en fonction du RSB.

La gaussianité de l’estimateur du MVD est confirmée pour les RSB supérieurs à approxima-
tivement 9 dB.

2.4.2 Maximum de vraisemblance stochastique

Dans cette section nous étendons les résultats obtenus par Forster, Boyer et Larzabal dans
[Boy02] [FBL04] démontrant que l’estimateur du MVS est non-gaussien et non-efficace à fort RSB
pour une seule source. Nous démontrons sa non-gaussianité et sa non-efficacité asymptotique en
RSB quel que soit le nombre de sources et quelle que soit la géométrie de l’antenne (néanmoins
non-ambïgue). Nous établissons tout d’abord une forme d’équivalence entre les critères du MVS
et du MVD pour des signaux stochastiques. Puis à partir de cette équivalence nous en déduisons
la non-gaussianité du MVS. Finalement, nous établissons une extension matricielle du théorème
de Jensen pour démontrer la non-efficacité.

On supposera dans toute cette section que P = 1, c’est-à-dire qu’il n’y a qu’un seul paramètre
angulaire à estimer par source.

2.4.2.1 Cas multi-sources

Equivalence des critères du MVS et du MVD à fort RSB

Rappelons les critères CMV S (θ) et CMVD (θ) à minimiser pour obtenir les estimateurs du
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Figure 2.5 – MVD. Test statistique de Lilliefors : Tstat et quantile 1 − α en fonction du RSB.
θ0 = [0̊ 3̊ ], T = 10 observations, N = 10 capteurs, r = 1000 réalisations.

MVS et du MVD (équations (2.14), (2.26), (2.15) et (2.16))

CMV S (θ) =
∣∣∣A (θ) Σ̂s (θ)A

H (θ) + σ̂2 (θ) IN

∣∣∣ , (2.65)

CMVD (θ) =
1

N −M
tr
(
Π⊥

A (θ) Σ̂y

)
. (2.66)

En introduisant (2.66) dans (2.65) on obtient

CMV S (θ) =
∣∣∣ΠA (θ) Σ̂yΠA (θ) + CMVD (θ)Π⊥

A (θ)
∣∣∣ , (2.67)

où ΠA (θ) = A (θ)A† (θ) est le projecteur sur l’espace engendré par A (θ).
Proposition 2.1 : à fort RSB, les directions d’arrivées θ̂MV S et θ̂MVD obtenues par minimi-

sation de CMV S (θ) et CMVD (θ) sous H1 sont les mêmes.

Preuve : soit Es (θ) ∈ MN×M (C) et En (θ) ∈ MN×(N−M) (C) les matrices construites
avec les bases orthonormées des sous-espaces signal et bruit et soit E (θ) = [Es (θ) En (θ)] ∈
MN×N (C). L’équation (2.67) devient :

CMV S (θ) =
∣∣∣EH (θ)

(
ΠA (θ) Σ̂yΠA (θ) + CMVD (θ)Π⊥

A (θ)
)
E (θ)

∣∣∣
=

∣∣∣∣ EHs (θ) Σ̂yEs (θ) 0
0 CMVD (θ) IN−M

∣∣∣∣
=

∣∣∣EHs (θ) Σ̂yEs (θ)
∣∣∣ (CMVD (θ))N−M , (2.68)
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puisque EHs (θ)ΠA (θ) = IN , EHn (θ)Π⊥
A (θ) = IN−M , EHs (θ)Π⊥

A (θ) = 0 et EHn (θ)ΠA (θ) =
0.

On peut remarquer que la minimisation du critère CMV S (θ) est équivalente à la minimisation
de C̃MV S (θ) = (CMV S (θ))

1
N−M . En conséquence, nous allons étudier

C̃MV S (θ) =
∣∣∣EHs (θ) Σ̂yEs (θ)

∣∣∣ 1
N−M

CMVD (θ) (2.69)

Soit α (θ,BT (ω)) =
∣∣∣EHs (θ) Σ̂y (θ,BT (ω))Es (θ)

∣∣∣ 1
N−M où nous écrirons explicitement la

dépendance de chaque terme en la réalisation du bruit BT (ω). L’étude du MVS à fort RSB
repose sur le comportement de C̃MV S (θ) en (θ,BT (ω)) = (θ0,0). Un développement limité à
l’ordre zéro de α (θ,BT (ω)) en (θ,BT (ω)) = (θ0,0) conduit à

α (θ,BT (ω)) = α (θ0,0) + o (1) , (2.70)

où

α (θ0,0) =
∣∣∣EHs (θ0)A(θ0)Σ̂sA

H(θ0)Es (θ0)
∣∣∣ 1
N−M ̸= 0. (2.71)

En conséquence, le premier terme non nul du développement limité de α (θ,b (ω)) en (θ0,0)
est α (θ0,0). Un développement limité à l’odre deux de CMVD (θ,BT (ω)) en (θ0,0) conduit à

CMVD (θ,BT (ω)) = CMVD (θ0,0) +∆TG+
1

2
∆T Ḧ∆+o

(
∥∆∥2

)
, (2.72)

où
∆ =

[
(θ − θ0)

T , vec (Re {BT (ω)})T , vec (Im {BT (ω)})T
]T
, (2.73)

avec G le gradient de CMVD (θ,BT (ω)) en (θ0,0) et où Ḧ est le Hessien de CMVD (θ,BT (ω))
en (θ0,0) .

Le critère CMVD (θ,BT (ω)) est minimal et nul en (θ,BT (ω)) = (θ0,0). En conséquence,

CMVD (θ0,0) = 0 et G = 0, (2.74)

et
CMVD (θ,BT (ω)) =

1

2
∆T Ḧ∆+o

(
∥∆∥2

)
. (2.75)

D’où

C̃MV S (θ) =
1

2
α (θ0,0)∆

T Ḧ∆+o
(
∥∆∥2

)
= α (θ0,0)CMVD (θ,BT (ω))+o

(
∥∆∥2

)
, (2.76)

démontrant ainsi l’équivalence à fort RSB de CMV S (θ) et CMVD (θ).�
Cette proposition nous servira à démontrer la non-gaussianité asymptotique en RSB du MVS.

Néanmoins, on peut noter que ce résultat est d’ores et déjà intéressant puisque la charge de calcul
du MVD est plus faible que celle du MVS.
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Non-gaussianité asymptotique en RSB du MVS

Soit ∆θMV S = 1
σ

(
θ̂MV S − θ0

)
.

Théorème 2.3 : à fort RSB (σ → 0), ∆θMV S est distribué comme le vecteur C (θ0)q, où
q ∈MM×1 (R) est un vecteur aléatoire gaussien réel de moyenne nulle et de matrice de covariance
IM et C ∈MM×M (R) est une matrice aléatoire quelconque indépendante de q satisfaisant

C (θ0)C
T (θ0) =

1

2T

(
Re
{
H (θ0)⊙ Σ̂T

s

})−1
, (2.77)

où H ∈MM×M (C) est une matrice déterministe qui dépend des directions d’arrivées θ0 et de la
géométrie de l’antenne définie par (2.30) :

H (θ0) = DH (θ0)Π
⊥
A (θ0)D (θ0) , (2.78)

avec D (θ0) =

[
∂a(θ)
∂θ

∣∣∣
θ=θ1

∂a(θ)
∂θ

∣∣∣
θ=θ2

· · · ∂a(θ)
∂θ

∣∣∣
θ=θM

]
.

Preuve : Grâce à la proposition 2.1, on peut considérer que ∆θMV S est obtenu à partir de la
minimisation de CMVD (θ) bien que les signaux sources soient supposés gaussiens. Si l’on se fo-
calise sur la densité de probabilité de ∆θMV S conditionnée aux signaux sources f (∆θMV S |ST ),
d’après les théorèmes 2.1 et 2.2, cette densité de probabilité est gaussienne de covariance asymp-
totique en RSB donnée par la BCR déterministe

BCRD (θ0) =
1

2T

(
Re
{
H (θ0)⊙ Σ̂T

s

})−1
. (2.79)

Soit la décomposition de Cholesky de cette covariance asymptotique en RSB : BCRD (θ0) =
C (θ0)C

T (θ0) . Donc, f (∆θMV S |ST ) est la même distribution que celle du vecteur C (θ0)q, où
q ∈MM×1 (R) est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance IM .
En conséquence, la distribution marginale asymptotique en RSB f (∆θMV S) est la même que celle
du vecteur C (θ0)q, où q ∈MM×1 (R) est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne nulle et de
matrice de covariance IM et où C (θ0) devient une matrice aléatoire puisque T Σ̂s ∈ MM×M (C)
est une matrice aléatoire suivant une distribution de Wishart complexe à T degrés de libertés
avec comme matrice paramètre la matrice de covariance des signaux sources Σs.�

Corollaire 2.1 : à fort RSB l’estimateur du MVS est non-gaussien quel que soit le nombre de
sources.

Preuve : d’après le théorème 2.3, puisque C (θ0) est une matrice aléatoire (au travers de Σ̂s)
le produit C (θ0)q ne peut avoir une distribution gaussienne.�

Non-efficacité asymptotique en RSB du MVS

Afin de démontrer la non-efficacité asymptotique en RSB du MVS, nous allons comparer la
covariance asymptotique en RSB de ∆θMV S à la BCR stochastique asymptotique en RSB.

D’après [SN90b], la BCR stochastique s’écrit comme :

BCRS (θ0) =
σ2

2T

(
Re
{
H (θ0)⊙

(
ΣsA

H (θ0)Σ
−1
y A (θ0)Σs

)T})−1
. (2.80)

On peut remarquer que AH (θ0)Σ
−1
y A (θ0) =

(
Σs + σ2

(
AH (θ0)A (θ0)

)−1
)−1

qui tend
vers Σ−1

s lorsque σ → 0. Donc, la BCR stochastique asymptotique en RSB s’écrit

lim
σ→0

BCRS (θ0)

σ2
=

1

2T

(
Re
{
H (θ0)⊙ΣT

s

})−1
. (2.81)
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Le corollaire suivant se déduit trivialement du théorème 2.3.
Corollaire 2.2 : la covariance asymptotique en RSB de ∆θMV S , covas (∆θMV S) est donnée

par

covas (∆θMV S) =
1

2T
E
[(

Re
{
H (θ0)⊙ Σ̂T

s

})−1
]
. (2.82)

Théorème 2.4 : Extension matricielle du théorème de Jensen.
Soit Θ ∈MM×M (R) une matrice aléatoire réelle définie positive. Alors,

E
[
Θ−1

]
≥ (E [Θ])−1 , (2.83)

où l’égalité est atteinte si et seulement si Θ est une matrice constante avec une probabilité de
un.

Ce théorème constitue une extension de l’inégalité de Jensen [Leh83]. Il a été partiellement
démontré dans [BMWZ87] mais sans donner la condition d’égalité.

Preuve du théorème 2.4 :
Lemme 2.1 : soit Ω ∈MM×M (R) une matrice réelle définie positive. Alors, pour tout vecteur

non nul q appartenant à MM×1 (R) :

qTΩq+ qTΩ−1q−2qTq ≥ 0, (2.84)

où l’égalité est atteinte si et seulement si q est un vecteur propre de Ω avec comme valeur propre
associée 1.

Preuve du lemme 2.1 : soit Ω =
M∑
i=1

λirir
T
i la décomposition en valeur propre de Ω sur une

base orthonormée {ri}i=1..P avec les valeurs propres associées λi. L’équation (2.84) se réécrit :

M∑
i=1

(
λi − 2 +

1

λi

)(
qT ri

)2 ≥ 0. (2.85)

La preuve est triviale en remarquant que λi − 2 + 1
λi

≥ 0 pour λi > 0, et que λi − 2 + 1
λi

= 0
si et seulement si λi = 1.�

Lemme 2.2 : soit Ω ∈MM×M (R) une matrice aléatoire réelle définie positive avec une pro-
babilité un telle que E [Ω] = IM . Alors, il existe un vecteur q ∈MM×1 (R) tel que

qTE
[
Ω−1

]
q− qTq > 0, (2.86)

si et seulement si Pr (Ω = IM ) ̸= 1.
Preuve du lemme 2.2 : soit ζq = qTΩq + qTΩ−1q−2qTq. Puisque E [Ω] = IN , nous avons

E
[
ζq
]
= qTE

[
Ω−1

]
q−qTq. En conséquence, la démonstration du lemme 2.2 revient à démontrer

que ∃q tel que E
[
ζq
]
> 0 si et seulement si Pr [Ω = IN ] ̸= 1. Or, d’après (2.84) ζq est une variable

aléatoire non négative. Donc, E
[
ζq
]
> 0 si et seulement si Pr

[
ζq = 0

]
̸= 1. D’après le lemme 2.1,

Pr
[
ζq = 0

]
= Pr [Ωq = q]. En conséquence, ∀q Pr

[
ζq = 0

]
= 1 ⇐⇒ ∀q Pr [Ωq = q] = 1 ⇐⇒

Pr [Ω = IN ] = 1.�
Finalement, avec les notations du théorème 2.4, on pose Ω = E [Θ]−1/2ΘE [Θ]−1/2. Le lemme

2.2 démontre le théorème 2.4.�
Corollaire 2.3 : l’estimateur du MVS est non-efficace quel que soit le nombre de sources.
Preuve : on pose Θ = 2T Re

{
H (θ0)⊙ Σ̂T

s

}
dans les équations (2.81) et (2.82). L’équa-

tion (2.83) provient de l’inégalité de Cramér-Rao, c’est-à-dire covas (∆θMV S) ≥ lim
σ→0

BCRS(θ0)
σ2 .

Puisque Θ n’est pas une matrice constante avec une probabilité un, il vient du théorème 2.4 que
l’inégalité est stricte.�
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2.4.2.2 Cas particuliers

Nous avons démontré ci-dessus la non-gaussianité et la non-efficacité asymptotiques en RSB
de l’estimateur du MVS quel que soit le nombre de sources et quelle que soit la géométrie
de l’antenne. Même si ces résultats ont un intérêt théorique certain, en terme d’application
il serait intéressant d’établir la loi asymptotique en RSB de l’estimateur du MVS ainsi qu’une
expression analytique de la variance asymptotique en RSB. Dans cette section nous traitons deux
cas particuliers, à savoir un scénario à une source et un scénario à deux sources proches, c’est-
à-dire situées dans le lobe principal de l’antenne. Concernant le cas une source, nous retrouvons
directement les résultats de [Boy02] et [FBL04] grâce aux expressions établies précédemment.
Nous nous focalisons ensuite sur le cas de deux sources proches. Ce problème trouve sa légitimité
dans le fait que les méthodes du maximum de vraisemblance ont été développées pour obtenir
une résolution plus performante que la formation de voie classique dont on peut rappeler que,
pour un scénario à une source, elle est équivalente à la méthode du maximum de vraisemblance.
Dans ce contexte, nous obtenons une forme analytique de la covariance asymptotique en RSB de
l’estimateur du MVS ainsi que sa distance à la BCR.

Scénario une source

Dans le cas d’un scénario une source, Σs = Σ et H (θ0) = h (θ0).
Corollaire 2.4 : ∆θMV S est asymptotiquement distribué à fort RSB comme

√
kS2T où S2T

est une variable aléatoire suivant une loi de Student à 2T degrés de liberté et où k est donné
par :

k =lim
σ→0

BCRS (θ0)

σ2
=

1

2Th (θ0)Σ
. (2.87)

Preuve : d’après le théorème 2.3, ∆θMV S est distribué asymptotiquement en RSB comme
cq où q est une variable aléatoire réelle issue d’un processus gaussien de moyenne nulle et de
variance un et où c satisfait :

c2 =
1

2Th (θ0) Σ̂
, (2.88)

où T Σ̂ est un cas particulier (scalaire) de distribution de Wishart réelle à T degrés de liberté et
de paramètre Σ. Donc, Σ̂ est distribué comme Σ

2T fois une variable aléatoire réelle suivant une
loi du chi deux avec 2T degrés de liberté notée X. En d’autres termes :

c =
1√

2Th (θ0)
Σ
2TX

, (2.89)

où X ∼ χ2 (2T ). Si Z ∼ N (0, 1) est une variable aléatoire réelle issue d’un processus gaussien
de moyenne nulle et de variance un et si Y ∼ χ2 (Q) est une variable aléatoire réelle distribuée
selon une loi de chi deux à Q degrés de liberté indépendante de Z, alors le rapport Z√

Y
Q

= SQ

suit une loi de Student avec Q degrés de liberté. Ici, puisque q est gaussien et indépendant de
X, on a

cq =
1√

2Th (θ0)Σ

q√
X
2T

,

=
1√

2Th (θ0)Σ
S2T . (2.90)
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Donc, ∆θMV S est asymptotiquement en RSB distribué comme
√
kS2T avec k = 1

2Th(θ0)Σ
.

D’après (2.81), la BCR stochastique à fort RSB est donnée dans le cas d’une seule source par :

lim
σ→0

BCRS (θ0)

σ2
=

1

2Th (θ0)Σ
= k. (2.91)

�
Corollaire 2.5 : la variance asymptotique en RSB, var(∆θMV S), de ∆θMV S est donnée par :

var (∆θMV S) =
T
T−1k. (2.92)

Preuve : la variance d’un processus aléatoire suivant une loi de Student à P degrés de liberté
est donnée par var(SP ) = P

P−2 (voir [AS72]).�
Puisque T

T−1 > 1, ceci confirme la non-efficacité asymptotique en RSB démontrée précédem-
ment pour MVS dans le cas d’un nombre fini d’observations.

Scénario deux sources

Une grande variété d’antennes rencontrée en pratique possèdent un centre de symétrie. On
pourra citer par exemple l’antenne linéaire uniforme.

lemme 2.3 : pour une antenne centro-symétrique, la matrice H (θ0) (2.30) est réelle et symé-
trique quel que soit le nombre de sources.

Preuve : d’après (2.30) il est clair que H (θ0) est une matrice hermitienne, c’est-à-dire
H (θ0) = HH (θ0). Il reste donc à démontrer que dans le cas d’une antenne centro-symétrique,
H (θ0) est réelle ∀θ0. En partant de (2.30), on a :

H (θ) = DH (θ)Π⊥
A (θ)D (θ)

= DH (θ)D (θ)−
(
AH (θ)D (θ)

)H (
AH (θ)A (θ)

)−1 (
AH (θ)D (θ)

)
. (2.93)

Le iième élément du vecteur directionnel a (θk) est donné par :

ai (θk) = ej
2π
λ
vT
i u(θk), (2.94)

où λ est la longueur d’onde des signaux émis, vi est le vecteur contenant les coordonnées géo-
métriques du iième capteur et u (θk) est le vecteur unité pointant vers la kième source. Donc, le
iième élément du vecteur d (θk) =

da(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θk

s’écrit :

di (θk) = j
2π

λ
vTi

du (θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θk

ej
2π
λ
vT
i u(θk). (2.95)

L’élément correspondant à la nième ligne et mième colonne de chaque terme intervenant dans
(2.93) est donné par

AHA
∣∣
n,m

=
N∑
i=1

ej
2π
λ
vT
i (u(θm)−u(θn)),

DHD
∣∣
n,m

=
N∑
i=1

(
2π
λ

)2(
vTi

du(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θn

)(
vTi

du(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θm

)
ej

2π
λ
vT
i (u(θm)−u(θn)),

AHD
∣∣
n,m

=
N∑
i=1

j 2πλ vTi
du(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θm

ej
2π
λ
vT
i (u(θm)−u(θn)).

(2.96)

Selon l’hypothèse de centro-symétrie concernant l’antenne, on peut indexer les capteurs de
la façon suivante : vi = −vM−i+1. AHA

∣∣
n,m

est une somme d’éléments deux à deux complexes



30 CHAPITRE 2. PERFORMANCE ASYMPTOTIQUE DU MV EN TRAITEMENT D’ANTENNE

conjugués avec le même module 4. Donc, AHA
∣∣
n,m

∈ R. Dans le même esprit, on conclut que
DHD

∣∣
n,m

∈ R puisque(
vTi

du (θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θn

)(
vTi

du (θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θm

)
=

(
vTM−i+1

du (θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θn

)(
vTM−i+1

du (θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θm

)
.

(2.97)
Finalement AHD

∣∣
n,m

∈ R puisque :

AHD
∣∣
n,m

= j
2π

λ

N
2∑
i=1

(
vTi

du (θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=θm

)(
ej

2π
λ
vT
i (u(θm)−u(θn)) − e−j

2π
λ
vT
i (u(θm)−u(θn))

)
, (2.98)

où ej
2π
λ
vT
i (u(θm)−u(θn)) − e−j

2π
λ
vT
i (u(θm)−u(θn)) est un nombre imaginaire pur.�

On se place maintenant dans le cas de deux sources décorrélées.
Corollaire 2.6 : pour un scénario à deux sources, on obtient directement du lemme 2.3 la

structure de H (θ0) suivante :

H (θ0) =

(
h1 h3
h3 h2

)
, (2.99)

où (h1, h2, h3) ∈ R3.
Corollaire 2.7 : dans le cas d’un scénario à deux sources non-corrélées, Σs = Diag {Σ1,Σ2}

et la covariance asymptotique en RSB du MVS est donnée par :

cov (∆θMV S) =
1

2(T−1) 2F1

(
1, 1; 2T ;

h23
h1h2

)
Diag

{
1

h1Σ1
, 1
h2Σ2

}
(2.100)

=
T

T − 1
2F1

(
1, 1; 2T ;

h23
h1h2

)
K, (2.101)

où K =lim
σ→0

BCRS(θ0)
σ2 et où 2F1 (a, b; c;ω) est la fonction hypergéométrique de Gauss définie par

sa représentation intégrale (voir [AS72] page 558)

2F1 (a, b; c;ω) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c−b)

1∫
0

zb−1 (1− z)c−b−1 (1− zω)−adz, (2.102)

où Γ (z) est la fonction Gamma : Γ (z) =

∞∫
0

tz−1e−tdt.

Preuve : d’après (2.82) et sous l’hypothèse d’une antenne centro-symétrique :

cov (∆θMV S) =
1

2T
E
[(

H (θ0)⊙ Re
{
Σ̂T

s

})−1
]

=
1

2
E
[
(H (θ0)⊙WR)

−1
]
, (2.103)

où WR = T Re
{
Σ̂T

s

}
∈MM×M (R) est une matrice aléatoire distribué selon une loi de Wi-

shart réelle avec 2T degrés de liberté et comme matrice paramètre 1
2Σs = 1

2Diag {Σ1,Σ2}. Une
factorisation de Cholesky donne WR = QQT , avec :

Q =

(
ρ1 0
α ρ2

)
. (2.104)

4. Si le nombre de capteur est impair, vN
2
+1 = 0.
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Les éléments de la matrice triangulaire inférieure Q sont indépendants et satisfont [And84] :
ρ1 ∼

√
Σ1
2 χ

2 (2T ),

ρ2 ∼
√

Σ2
2 χ

2 (2T − 1),

α ∼ NR
(
0, Σ2

2

)
.

(2.105)

La matrice de covariance asymptotique en RSB de ∆θMV S est donnée par :

cov (∆θMV S) =

(
var(∆θMV S1) Ψ

Ψ var(∆θMV S2)

)
(2.106)

=
1

2
E
[
(H (θ0)⊙WR)

−1
]

=
1

2
E
[
1

Φ

(
h2
(
ρ22 + α2

)
−h3ρ1α

−h3ρ1α h1ρ
2
1

)]
, (2.107)

où var(∆θMV S1) (respectivement var(∆θMV S2)) est la variance asymptotique en RSB de la
première source (respectivement la variance asymptotique en RSB de la seconde source), Ψ est
l’inter-corrélation et Φ = h1h2ρ

2
1

(
ρ22 + α2

)
− (h3ρ1α)

2.
Nous allons maintenant détailler var(∆θMV S1),

var(∆θMV S1) =
1

2
E

[
h2
(
ρ22 + α2

)
h1h2ρ21

(
ρ22 + α2

)
− (h3ρ1α)

2

]

=
1

2h1
E

 1

ρ21

1

1− h23
h1h2

α2

α2+ρ22

 ,
où α2 ∼ Σ2

2 χ
2 (1). Le rapport α2

α2+ρ22
= Z est donc distribué selon une loi beta avec 1 et

2T − 1 degrés de liberté indépendante de Y = ρ21. Cette indépendance nous permet de réécrire
var(∆θMV S1) :

var(∆θMV S1) =
1

2h1
E
[
1

Y

]
E

 1

1− h23
h1h2

Z

 =
I1I2
2h1

, (2.108)

avec 
I1 = E

[
1
Y

]
=

∞∫
0

1
yΠχ2 (y) dy,

I2 = E

[
1

1−
h23

h1h2
Z

]
=

1∫
0

1

1−
h23

h1h2
z
Πβ (z) dz,

(2.109)

où Πχ2 (y) et Πβ (z) sont les densités de probabilité d’une loi du chi deux Σ1
2 χ

2 (2T ) et d’une loi
beta β (1, 2T − 1), c’est-à-dire{

Πχ2 (y) = 1
2T−1Γ(T )ΣT

1
yT−1e

− y
Σ1 ,

Πβ (z) = (2T − 1) (1− z)2(T−1) .
(2.110)

Lorsque T ≥ 2, I1 converge : c’est une fonction Gamma. I2 est la représentation intégrale
d’une fonction hypergéométrique de Gauss ( [AS72] page 558)

2F1 (a, b; c;ω) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c−b)

1∫
0

zb−1 (1− z)c−b−1 (1− zω)−adz, (2.111)
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avec a = 1, b = 1, c = 2T et ω =
h23
h1h2

. Si −1 < ω < 1, l’intégrale (2.111) est finie ∀ (a, b, c).
D’un autre côté, si ω = ±1, l’intégrale (2.111) est finie pour c > a + b. Dans notre cas, H (θ0)

est définie positive, donc |H (θ0)| ≥ 0 ⇔ ω =
h23
h1h2

≤ 1. Cela signifie que I2 est finie pour T ≥ 2.
Finalement : {

I1 =
1

(T−1)Σ1
,

I2 =2F 1

(
1, 1; 2T ;

h23
h1h2

)
.

(2.112)

et

var(∆θMV S1) =
1

2 (T − 1)h1Σ1
2F1

(
1, 1; 2T ;

h23
h1h2

)
. (2.113)

Par un raisonnement similaire on obtient :

var(∆θMV S2) =
1

2 (T − 1)h2Σ2
2F1

(
1, 1; 2T ;

h23
h1h2

)
. (2.114)

Le coefficient d’inter-corrélation Ψ est nul, il s’agit d’une intégrale sur R d’une fonction
impaire de la variable α.

D’après (2.81), la BCR stochastique dans le cas d’un scénario deux sources non-corrélées
s’écrit :

lim
σ→0

1

σ2
BCRS (θ0) =

1

2T
Diag

{
1

h1Σ1
,

1

h2Σ2

}
. (2.115)

D’où, en utilisant (2.106), (2.113), (2.114) et (2.115) on obtient (2.100).�
Ceci confirme la non-efficacité asymptotique en RSB démontré précédemment pour le MVS

dans le cas d’un nombre fini d’observations puisque T
T−1 > 1 et 2F1

(
1, 1; 2T ;

h23
h1h2

)
≥ 1.

2.4.2.3 Simulations

Afin d’illustrer l’analyse des performances asymptotiques en RSB de la méthode du MVS,
nous présentons maintenant quelques résultats de simulations. Nous utilisons l’algorithme pré-
senté section 2.2.1 dans lequel la minimisation du critère est conduite à l’aide d’un algorithme de
Gauss-Newton précédé d’une recherche grossière au travers d’une grille de valeurs. Nous considé-
rons une ALU dans laquelle les capteurs sont espacés d’une demi longueur d’onde. Les directions
d’arrivées sont données par rapport au travers de l’antenne. La BCR stochastique est donnée par
(2.81).

Scénario une source

On considère l’estimation de l’angle d’arrivée d’une source située en θ0 = 0̊ . L’algorithme
du MVS opère avec T = 2 observations et l’antenne est composée de N = 4 capteurs. La
figure 2.6 superpose la variance empirique de l’estimateur du MVS, la BCR stochastique, et la
variance asymptotique théorique donnée par (2.92) en fonction du RSB. La simulation de Monte-
Carlo est conduite à l’aide de r = 1000 réalisations indépendantes. Dans la zone asymptotique
(RSB ≥ 15dB), on observe une variance empirique double par rapport à la BCR stochastique(

T
T−1 = 2

)
. Pour les RSB inférieurs à 15dB, on observe le phénomène de décrochement introduit

au chapitre 1. Ce phénomène donne la plage à partir de laquelle le terme “asymptotique en
RSB” n’est plus valable (on pourra se reporter à [Ath05] pour une analyse de la prédiction du
décrochement pour ce type de scénario).

La figure 2.7 représente l’histogramme des estimées du MVS pour un RSB égal à 30 dB.
La simulation de Monte-Carlo est conduite à l’aide de r = 10000 réalisations indépendantes.
Cet histogramme est comparé à une distribution de Student dérivée section 2.4.2.2 et à une
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Figure 2.6 – MVS. Scénario une source. θ0 = 0̊ . Variance empirique de l’estimateur, BCR
stochastique, et variance asymptotique théorique en fonction du RSB. T = 2 observations N = 4
capteurs. r = 1000 réalisations.

distribution gaussienne de même moyenne et variance que les estimées. On observe la bonne
adéquation de la distribution des estimées avec la loi de Student ce qui confirme la non-gaussianité
du MVS pour un fort RSB et un nombre fini d’observations.

Nous avons également réalisé un test statistique du chi deux pour confirmer ce résultat
“visuel”. Les données sont divisées en k = 15 classes et le test statistique requiére le calcul de

∆ =

k∑
i=1

(Oi − rpi)
2

rpi
, (2.116)

où Oi est le nombre d’occurrences observées pour la classe i et pi est la probabilité candidate
pour la classe i. L’hypothèse que les données soient issues d’une population suivant la distribution
candidate, c’est-à-dire une distribution de Student ou gaussienne, est rejetée si

Pr (X ≥ ∆) =
Γ
(
k−1
2 , ∆2

)
Γ
(
k−1
2

) ≤ 5%, (2.117)

où X ∼ χ2(k − 1). Les résultats donnés dans le tableau 2.1 confirment la non-gaussianité du
MVS pour un fort RSB et un nombre fini d’observations.

Scénario deux sources

L’algorithme du MVS est conduit avec T = 2 observations et l’antenne est composée de N =
10 capteurs. On considère maintenant un scénario avec deux sources de même puissance situées
en θ0 = [0̊ 5̊ ], c’est-à-dire dans le lobe principal de l’antenne de largeur 10 degrés. Nous avons
reporté sur la figure 2.8 l’évolution de la variance empirique du MVS, la variance théorique donnée
par (2.100) ainsi que la BCR stochastique en fonction du RSB. La simulation de Monte-Carlo
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Figure 2.7 – MVS. Scénario une source. θ0 = 0̊ . Histogramme des estimées, loi de Student
théorique et loi gaussienne. RSB = 30dB. T = 2 observations N = 4 capteurs. r = 10000
réalisations.

Scénario une source Distribution de Student Distribution Gaussienne
∆ 10.349 2.4 1010

Pr (X ≥ ∆) 80% 0%

Hypothèses acceptée rejetée

Table 2.1 – MVS. Scénario une source. θ0 = 0̊ . Test statistique du chi deux. RSB = 30dB.
T = 2 observations N = 4 capteurs. r = 10000 réalisations. k = 15 classes.

est conduite à l’aide de r = 1000 réalisations indépendantes. Ici, T
T−1 2F1

(
1, 1; 2T ;

h23
h1h2

)
= 2.9.

Dans la zone asymptotique (RSB ≥ 10dB), on observe la bonne adéquation entre la variance du
MVS et la variance théorique asymptotique en RSB ainsi que la non-efficacité asymptotique du
MVS.

Pour le même scénario, la figure 2.9 donne les histogrammes des estimées ainsi qu’une distri-
bution gaussienne de même moyenne et variance que les estimées. La simulation de Monte-Carlo
est conduite à l’aide de r = 10000 réalisations indépendantes et le RSB est égal à 30dB. On
observe encore une fois la non-gaussiannité du MVS.

Le tableau 2.2 donne les résultat du test du chi deux (k = 15 classes). La simulation de
Monte-Carlo est conduite à l’aide de r = 10000 réalisations indépendantes et le RSB est égal à
30dB.
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Figure 2.8 – MVS. Scénario deux sources. θ0 = [0̊ 5̊ ]. Variance empirique de l’estimateur,
BCR stochastique, et variance asymptotique théorique en fonction du RSB. T = 2 observations
N = 10 capteurs. r = 1000 réalisations.
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Figure 2.9 – MVS. Scénario deux sources. θ0 = [0̊ 5̊ ]. Histogrammes des estimées et loi
gaussienne. RSB = 30dB. T = 2 observations N = 10 capteurs. r = 10000 réalisations.
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Scénario 2 sources Distribution gaussienne : source 1 Distribution gaussienne : source 2
∆ 1.32 1022 4 1024

Pr (X ≥ ∆) 0% 0%

Hypothèse rejetée rejetée

Table 2.2 – MVS. Scénario deux sources. θ0 = [0̊ 5̊ ]. Test statistique du chi deux. RSB =
30dB. T = 2 observations N = 10 capteurs. r = 10000 réalisations. k = 15 classes.



Chapitre 3

Bornes minimales d’estimation

3.1 Introduction

Les bornes minimales d’estimation sont des minorants de l’EQM. Elles fournissent des in-
dications sur les performances ultimes qu’un estimateur peut espérer atteindre pour un modèle
d’observation donné. En conséquence, elles sont utilisées comme “benchmarks” afin de jauger les
performances d’un estimateur et de savoir si, à partir d’un cahier des charges donné, une amé-
lioration est possible. La borne de Cramér-Rao (BCR) est la borne la plus utilisée par la com-
munauté du traitement du signal et fait encore, à l’heure actuelle, l’objet de nombreux travaux
tant théoriques, en particulier au travers des variétés différentielles en géométrie Riemannienne
(voir, par exemple, [SM93] [XB04b] [XB04a] [Man04] [Smi05b] [Smi05a]) que pratiques (voir, par
exemple, [DA04] [DA05] [CLF05] [ZLO06] [YN06]). Le principal argument généralement avancé
en faveur de la BCR est sa simplicité de calcul. Nous pensons que la BCR jouit surtout de son
antériorité historique, c’est-à-dire qu’en tant que première borne minimale elle a souvent été
préférée aux autres bornes minimales. Il existe en effet une pléthore d’autres bornes minimales
d’estimation qui ont été dérivées depuis plus de soixante ans à l’aide de différentes inégalités
mathématiques telles que : l’inégalité de Cauchy-Schwartz, l’inégalité de Kotelnikov, l’inégalité
de Hölder, l’inégalité de Ibragimov-Hasminskii, l’inégalité de Bhattacharyya, l’inégalité de Kie-
fer, etc.... Cette profusion désordonnée a nuit à l’utilisation et à la dissémination de ces bornes
puisqu’il devenait difficile pour le chercheur non spécialiste de discerner les différents concepts
théoriques sous-jacents à leur l’établissement permettant de les retranscrire dans le contexte d’un
problème d’estimation spécifique. Cependant, nous montrerons dans ce chapitre que toute ces
bornes sont plus pertinentes que la BCR, justifiant largement le surcroît d’efforts induits.

Les bornes minimales d’estimation se classent en deux catégories distinctes : les bornes déter-
ministes lorsque les paramètres θ0 sont supposés déterministes et les bornes bayésiennes lorsque
les paramètres θ sont supposés aléatoires avec une densité de probabilité a priori p (θ). Les bornes
déterministes sont : la borne de Cramér-Rao [Fis22] [Dug37] [Fre43] [Dar45] [Rao45] [Cra46], la
borne de Bhattacharyya [Bha46] [FG52], la borne de Chapman-Robbins [Ham50] [CR51] [Kie52],
la borne de Barankin [Bar49] [MS69], et la borne d’Abel [Abe90] [Abe93]. Les bornes bayésiennes
se sub-divisent en deux catégories : les bornes de la famille Ziv-Zakaï qui dérivent d’un problème
de test d’hypothèse binaire (et plus généralement d’un test d’hypothèses M -aires) et les bornes
de la famille Weiss-Weinstein qui dérivent, comme les bornes déterministes, d’un principe d’in-
égalité de covariance. La famille Ziv-Zakaï est composées de la borne de Ziv-Zakaï [ZZ69], de
la borne de Bellini-Tartara [BT74], de la borne de Chazan-Zakaï-Ziv [CZZ75], de la borne de
Weinstein [Wei88], de la borne de Bell-Steinberg-Ephraim-VanTrees [BSET97] et de la borne
de Bell [Bel95]. La famille Weiss-Weinstein est composée de la borne de Cramér-Rao bayé-
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sienne [Van68], de la borne de Bobrovsky-MayerWolf-Zakaï [BMWZ87], de la borne de Bhat-
tacharyya bayésienne [Van68], de la borne de Bobrovsky-Zakaï [BZ76], de la borne de Reuven-
Messer [RM97] et de la borne de Weiss-Weinstein [WW85].

Il faut garder présent à l’esprit que les bornes déterministes sont des minorants de l’EQM
locale en θ0 c’est-à-dire de

EQMlocale (θ0) =

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)(
θ̂ (y)− θ0

)H
p (y|θ0) dy, (3.1)

où y ∈Ω est un vecteur d’observations, p (y|θ0) représente la vraisemblance des observations
paramétrée par la vraie valeur du paramètre θ0 dont θ̂ (y) est un estimateur.

D’un autre côté, les bornes bayésiennes sont des minorants de l’EQM globale, c’est-à-dire de

EQMglobale =

∫
Θ

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ

)(
θ̂ (y)− θ

)H
p (y,θ) dydθ, (3.2)

où θ ∈ Θ est le vecteur de paramètres aléatoires muni d’une densité de probabilité a priori
p (θ) = p(y,θ)

p(y|θ) où p (y,θ) est la densité de probabilité jointe des observations et des paramètres.
Nous verrons dans le chapitre suivant comment les bornes bayésiennes peuvent être utilisées afin
de décrire les performances d’un estimateur dans un contexte déterministe.

L’objectif de ce chapitre est de présenter une unification des bornes déterministes et des
bornes bayésiennes de la famille Weiss-Weinstein à l’aide d’un même formalisme s’appuyant
sur un problème d’optimisation sous contraintes. Cette unification permettra non seulement de
mieux comprendre les hypothèses sous-jacentes à l’établissement de chaque borne mais nous
servira également d’outil pour présenter deux nouvelles bornes minimales d’estimation : la borne
d’Abel bayésienne et la borne de Weiss-Weinstein déterministe. Nous présenterons également
une unification des bornes de la famille Ziv-Zakaï issues des travaux de Kristine Bell [Bel95]. Les
résultats proposés dans ce chapitre sont essentiellement théoriques, c’est-à-dire qu’ils exposent
les fondements sur lesquels reposent les bornes minimales d’estimation. Nous verrons dans le
chapitre suivant comment ces bornes peuvent être utilisées d’un point de vue opérationnel.

Nous nous focaliserons sur l’étude d’un paramètre réel scalaire θ, l’extension au cas d’un
vecteur de paramètres étant généralement triviale.

3.2 Un outil pour l’unification des bornes minimales

Théorème 3.1 : Soit x ∈ MN×1 (R) un vecteur réel. Soient f (x) et g (x) deux fonctions de
RN → R. Soit

⟨f (x) , g (x)⟩ =
∫
RN

f (x) g (x) dx, (3.3)

un produit scalaire de ces deux fonctions et sa norme associée ∥f (x)∥2 = ⟨f (x) , f (x)⟩. Soit
u (x), g0 (x),..., et gK (x), un jeu de fonctions de RN → R et c0, c1,..., et cK , K + 1 nombres
réels. Alors, le minimum de ∥u (x)∥2 avec les K + 1 contraintes

⟨u (x) , gk (x)⟩ = ck pour k = 0, ...,K, (3.4)

est donné par {
min
u

∥u (x)∥2 = cTG−1c,

sujet à (3.4),
(3.5)
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avec
c =

[
c0 c1 · · · cK

]T
, (3.6)

et
Gm,n = ⟨gm (x) , gn (x)⟩ . (3.7)

Preuve : Cette démonstration est issue de [Cha04] page 83. Une autre démonstration utilisant
les multiplicateurs de Lagrange est disponible dans [FL01] et [FL02].

Soit U un espace vectoriel de dimension quelconque sur le corps des nombres réels R muni
d’un produit scalaire noté ⟨u,w⟩, où u et w sont deux vecteurs de U . Soient {g1, . . . ,gK} une
famille libre de K vecteurs de U et c =

[
c1 · · · cK

]T un vecteur de RK . Nous cherchons
la solution du problème de minimisation de ⟨u,u⟩ sous les K contraintes linéaires ⟨u,gk⟩ = ck,
k ∈ [1,K].

Appelons G le sous-espace vectoriel de dimension K généré par les éléments {g1, . . . ,gK}.
Alors ∀u ∈ U , u = uG +du où uG est la projection orthogonale de u sur G, c’est à dire le vecteur
uG ∈ G tel que ⟨u− uG ,gk⟩ = 0, k ∈ [1,K].

Soit α =
[
α1 · · · αK

]T les coordonnées de uG dans la base {g1, . . . ,gK} de G (uG =
K∑
k=1

αkgk), elles vérifient : ⟨u,gk⟩ = ⟨uG ,gk⟩, k ∈ [1,K]. Si de plus u satisfait les K contraintes

⟨u,gk⟩ = ck, k ∈ [1,K] alors

⟨u,gk⟩ = ck ⇒ ⟨uG ,gk⟩ = ck ⇒

⟨
K∑
l=1

αlgl,gk

⟩
= ck ⇒

K∑
l=1

αl ⟨gl,gk⟩ = ck, (3.8)

c’est-à-dire sous forme matricielle Gα = c, où G est la matrice de Gram associée à la famille
{g1, . . . ,gK} : Gk,l = ⟨gl,gk⟩. L’équation Gα = c admet pour solution unique α = G−1c ;
notons alors uG,c le vecteur de G correspondant à cette solution. Par conséquent, ∀u ∈ U et
vérifiant les K contraintes susmentionnées alors ⟨u,u⟩ = ⟨uG,c,uG,c⟩ + ⟨du, du⟩ ≥ ⟨uG,c,uG,c⟩,
et le minimum est atteint pour du = 0, ce qui signifie que uG,c est la solution du problème, la
norme minimale valant

⟨uG,c,uG,c⟩ =

⟨
K∑
k=1

αkgk,

K∑
l=1

αlgl

⟩
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=

K∑
k=1

K∑
l=1

αkαl ⟨gk,gl⟩

= αTGα

=
(
G−1c

)T
GG−1c

= cTG−1c. (3.9)

�

3.3 Unification des bornes déterministes

Dans toute cette section, y ∈ Ω est le vecteur réel 1 des observations issues d’un proces-
sus aléatoire. Ω = RN représente l’espace des observations. θ ∈ Θ est un paramètre candidat
réel, déterministe et scalaire. La vraisemblance des observations est notée p (y| θ0). θ̂ (y) est
un estimateur de la vraie valeur du paramètre θ0. Avec les notations du théorème 3.1, on pose
u (y) =

(
θ̂ (y)− θ0

)√
p (y| θ0) et x = y. En conséquence,

∥u (y)∥2 =
∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)2
p (y| θ0) dy, (3.10)

qui est la définition de l’EQM locale en θ0. La solution (3.5) du théorème 3.1 donne l’EQM
minimum en θ0 qu’un estimateur vérifiant les contraintes de la forme (3.4) peut espérer atteindre.
Nous allons voir dans la suite que les bornes déterministes sont obtenues comme solution de (3.5)
lorsque les contraintes sont relatives au biais de l’estimateur.

3.3.1 Relations concernant le biais d’un estimateur

Dans le contexte déterministe, l’EQM locale se décompose en deux parties

EQMlocale (θ0) =

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)2
p (y| θ0) dy (3.11)

= E2
y|θ0

[
θ̂ (y)− θ0

]
+ Ey|θ0

[(
θ̂ (y)− Ey|θ0

[
θ̂ (y)

])2]
(3.12)

où le terme
E2

y|θ0

[
θ̂ (y)− θ0

]
, (3.13)

est le biais au carré de l’estimateur et où le terme

Ey|θ0

[(
θ̂ (y)− Ey|θ0

[
θ̂ (y)

])2]
, (3.14)

représente la variance de l’estimateur. L’une des qualités désirées pour un estimateur est un
biais nul sur tout le support Θ. Pour se rapprocher de ceci, nous utiliserons les trois types de
contraintes sur le biais de l’estimateur.

Un biais nul en la vraie valeur du paramètre θ0 -ponctuellement sans biais en θ0-, c’est-à-dire

Ey|θ0

[
θ̂ (y)− θ0

]
= 0 ⇐⇒

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)
p (y| θ0) dy = 0, (3.15)

1. L’extension a un vecteur d’observation complexe ỹ est triviale en posant y =
[
ReT {ỹ} ImT {ỹ}

]T .
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et/ou un biais nul en un point arbitraire θ1 = θ0 + h, c’est-à-dire

Ey|θ1

[
θ̂ (y)− θ1

]
= 0 ⇐⇒

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0 − h

)
p (y| θ0 + h) dy = 0

⇐⇒
∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)
p (y| θ0 + h) dy = h, (3.16)

et/ou la dérivée P ième du biais nulle en la vraie valeur du paramètre, c’est-à-dire

∂PEy|θ

[
θ̂ (y)− θ

]
∂θP

∣∣∣∣∣∣
θ0

= 0 ⇐⇒ ∂P

∂θP

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ

)
p (y| θ) dy

∣∣∣∣∣∣
θ0

= 0

⇐⇒
∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

) ∂P p (y| θ)
∂θP

∣∣∣∣
θ0

dy = δ1P . (3.17)

3.3.2 Borne triviale

Imposons tout d’abord à θ̂ (y) d’avoir un biais nul en θ0. L’EQM minimale en θ0 de θ̂ (y)
notée EQMtriviale (θ0) est donc donnée en utilisant (3.15) dans (3.4) et en appliquant le théorème
3.1 avec {

c = 0,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

(3.18)

conduisant à
EQMtriviale (θ0) = cTG−1c = 0. (3.19)

On en déduit que l’EQM de tout estimateur sans biais est toujours positive, on le savait
déjà...

3.3.3 Bornes de Cramér-Rao et de Bhattacharyya

Intéressons nous maintenant à un estimateur localement sans biais dans un voisinage de θ0.
Ceci conduit dans un premier temps à imposer à θ̂ (y) un biais nul en θ0 et une dérivée du biais
nulle en θ0. Nous cherchons donc l’EQM minimale en θ0, notée EQMCR (θ0), d’un estimateur
localement sans biais. Dans ce cas, l’utilisation de (3.15) et (3.17) à l’ordre un dans (3.4), c’est-
à-dire 

c =
[
0 1

]T
,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

g1 (y) =
1√

p(y|θ0)
∂p(y|θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
,

(3.20)

et l’application du théorème 3.1 conduit à

EQMCR (θ0) =
[
0 1

] 1 0

0

∫
Ω

(
∂ ln p(y|θ)

∂θ

∣∣∣
θ0

)2

p (y| θ0) dy


−1 [

0
1

]
, (3.21)

EQMCR (θ0) =

∫
Ω

(
∂ ln p(y|θ)

∂θ

∣∣∣
θ0

)2

p (y| θ0) dy

−1

, (3.22)
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où l’on reconnaît la BCR [Fis22] [Dug37] [Fre43] [Dar45] [Rao45] [Cra46].
On peut maintenant étendre la notion d’estimateur localement sans biais. Imposons à cet

effet à θ̂ (y) un biais nul en θ0 et les K dérivées successives du biais nulle en θ0. Nous cherchons
donc l’EQM minimale, notée EQMBhatt(K) (θ0), d’un estimateur localement sans biais dans un
voisinage de θ0 croissant avec K. Dans ce cas, en utilisant (3.15) et (3.17) dans (3.4), c’est-à-dire

c =
[
0 1 0 · · · 0

]T
,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

gk (y) =
1√

p(y|θ0)
∂kp(y|θ)
∂θk

∣∣∣
θ0

k = 1, . . . ,K,

(3.23)

et l’application du théorème 3.1 conduit à

EQMBhatt(K) (θ0) =
[
0 1 0 · · · 0

]


1 0 · · · 0
0
... B
0


−1


0
1
0
...
0

 , (3.24)

EQMBhatt(K) (θ0) =
[
1 0 · · · 0

]
B−1


1
0
...
0

 , (3.25)

où Bi,j =

∫
Ω

1
p(y|θ0)

∂ip(y|θ)
∂θi

∣∣∣
θ0

∂jp(y|θ)
∂θj

∣∣∣
θ0
dy avec 1 ≤ i, j ≤ K. B est généralement appelée

matrice de Bhattacharyya d’ordre K. En notant
{
B−1

}
1,1

l’élément correspondant à la première
ligne et à la première colonne de l’inverse de la matrice de Bhattacharyya d’ordre K on obtient
la borne de Bhattacharyya [Bha46] [FG52] d’ordre K

EQMBhatt(K) (θ0) =
{
B−1

}
1,1
. (3.26)

De manière triviale

EQMBhatt(K>1) (θ0) ≥ EQMBhatt(1) (θ0) = EQMCR (θ0) (3.27)

La borne de Cramér-Rao et la borne de Bhattacharyya sont également appelées bornes locales
puisqu’elles n’autorisent une analyse de l’erreur que dans un voisinage de la vraie valeur du
paramètre.

3.3.4 Bornes de Chapman-Robbins et de Barankin

Toujours dans le but d’obtenir l’EQM minimale d’un estimateur non-biaisé sur tout Θ, impo-
sons maintenant à θ̂ (y) un biais nul en θ0 et un biais nul en un autre point arbitraire θ1 = θ0+h.
Nous cherchons donc l’EQM minimale en θ0, notée EQMChR (θ0, h), d’un estimateur ponctuel-
lement sans biais en deux points. Dans ce cas, l’utilisation de (3.15) et (3.16) en un point dans
(3.4), c’est-à-dire 

c =
[
0 h

]T
,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

g1 (y) =
p(y|θ0+h)√
p(y|θ0)

,
(3.28)
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et l’application du théorème 3.1 conduit à

EQMChR (θ0, h) =
[
0 h

] 1 1

1

∫
Ω

p2(y|θ0+h)
p(y|θ0) dy


−1 [

0
h

]
, (3.29)

EQMChR (θ0, h) =
h2∫

Ω

p2(y|θ0+h)
p(y|θ0)

dy−1
. (3.30)

On retrouve la borne de Chapman-Robbins [Ham50] [CR51]. On peut remarquer que

EQMChR (θ0, h ̸= 0) ≥ lim
h→0

EQMChR (θ0, h) = EQMCR (θ0) . (3.31)

L’intérêt de cette borne provient du fait que la valeur du paramètre h n’est pas imposée,
c’est-à-dire que, contrairement à la borne de Cramér-Rao ou à la borne de Bhattacharyya, on
ne reste pas dans un voisinage de θ0 mais la contrainte peut se situer sur tout le support du
paramètre.

Une extension naturelle, dans le but d’obtenir l’EQM minimale d’un estimateur non-biaisé sur
tout Θ, revient à augmenter le nombre de points tests. Imposons maintenant à θ̂ (y) un biais nul
en θ0 et un biais nul enK autres points arbitraires θk = θ0+hk avec k = 1, . . . ,K. Nous cherchons
donc l’EQM minimale en θ0, notée EQMBar(K) (θ0,h), d’un estimateur ponctuellement sans biais
en K + 1 points. Dans ce cas, en posant h =

[
h1 · · · hK

]T
, l’utilisation de (3.15) et (3.17)

dans (3.4), c’est-à-dire 
c =

[
0 hT

]T
,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

gk (y) =
p(y|θ0+hk)√

p(y|θ0)
, k = 1, . . . ,K.

(3.32)

et l’application du théorème 3.1 conduit à

EQMBar(K) (θ0,h) =
[
0 hT

]


1 1 · · · 1
1
... D
1


−1 [

0
h

]
, (3.33)

EQMBar(K) (θ0,h) = hT
(
D− 11T

)−1
h, (3.34)

avec Di,j=

∫
Ω

p(y|θ0+hi)p(y|θ0+hj)
p(y|θ0) dy. D est généralement appelée matrice de Barankin d’ordre

K. Cette borne présentée par McAulay et Seidman [MS69] est une approximation directe de
la vraie borne de Barankin dont nous dirons quelques mots plus bas. EQMBar(K) (θ0,h) est
généralement appelée la borne de Barankin d’ordre K. Du fait de l’augmentation du nombre des
contraintes dans l’application du théorème 3.1, nous obtenons la relation d’ordre suivante

EQMBar(K>1) (θ0,h) ≥ EQMBar(1) (θ0, h) = EQMChR (θ0, h) . (3.35)

Les bornes de Chapman-Robbins et de Barankin font intervenir un jeu de points tests qui
peuvent couvrir l’ensemble du support du paramètre. De ce fait, elles sont également appelées
bornes globales (à ne pas confondre avec le terme borne globale relatives à l’EQM globale interve-
nant dans les bornes bayésiennes) par opposition aux bornes de Cramér-Rao et de Bhattacharyya.
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3.3.5 Borne d’Abel

Afin de combiner les caractéristiques des bornes locales et globales, Abel a proposé une
borne hybride en utilisant l’inégalité de Ibragimov-Hasminskii ( [IH81] ou [Leh83]). Ici nous
proposons une nouvelle démonstration de cette borne en concaténant les contraintes de la bornes
de Bhattacharyya d’ordre M et les contraintes de la borne de Barankin d’ordre R. C’est-à-dire,
en concaténant (3.23) et (3.32) on obtient le nouveau jeu des 1 +M +R contraintes suivantes

c =
[
0 1 0 · · · 0 hT

]T
,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

gk (y) =
1√

p(y|θ0)
∂kp(y|θ)
∂θk

∣∣∣
θ0

k = 1, . . . ,M

gk (y) =
p(y|θ0+hk)√

p(y|θ0)
k =M + 1, . . . , R.

(3.36)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM minimale en θ0 notée EQMAbel(M,R) (θ0,h)

EQMAbel(M,R) (θ0,h) =
[
0 1 0 · · · 0 hT

]
G−1



0
1
0
...
0
h


, (3.37)

avec

G =

 1 0T 1T

0 B ΓT

1 Γ D

 , (3.38)

où 0 est un vecteur colonne composé de M zéros, 1 est un vecteur colonne composé de R uns.
Les matrices B ∈ MM×M (R), D ∈ MR×R (R) et Γ ∈ MR×M (R) ont pour éléments

Bi,j =

∫
Ω

1

p (y| θ0)
∂ip (y| θ)

∂θi

∣∣∣∣
θ0

∂jp (y| θ)
∂θj

∣∣∣∣
θ0

dy, (3.39)

Di,j =

∫
Ω

p (y| θ0 + hi) p (y| θ0 + hj)

p (y| θ0)
dy, (3.40)

Γi,j =

∫
Ω

p (y| θ0 + hi)

p (y| θ0)
∂jp (y| θ)

∂θj

∣∣∣∣
θ0

dy. (3.41)

Soit β =
[
0T 1T

]T , G̃ =

(
B ΓT

Γ D

)
, α =

[
1 0 · · · 0

]T et c =
[
0 αT hT

]T . Le vecteur

α est de taille (M × 1). Puisque le premier élément du vecteur c est nul, seule la matrice R ∈
MM+R×M+R (R) représentant le coin inférieur droit de la matrice G−1 doit être étudiée. R est
donnée par (voir par exemple [Van02] équation A.68)

R =
(
G̃− ββ

T
)−1

=

(
B ΓT

Γ D− 11T

)−1

. (3.42)

On posera J = D− 11T . L’EQM minimale en θ0 se réduit à

EQMAbel(M,R) (θ0,h) =
[
αT hT

]( B ΓT

Γ J

)−1 [
α
h

]
. (3.43)



3.4. UNIFICATION DES BORNES BAYÉSIENNES 45

Après quelques efforts algébriques on obtient l’expression finale

EQMAbel(M,R) (θ0,h) = αTB−1α+ uT J̃−1u, (3.44)

avec {
u = ΓB−1α− h,

J̃ = J− ΓB−1ΓT .
(3.45)

On reconnaît la borne d’Abel [Abe90] [Abe93]. Du fait de l’augmentation du nombre des
contraintes dans l’application du théorème 3.1, nous obtenons la relation d’ordre suivante

EQMAbel(M,R) (θ0,h) ≥
{
EQMBhatt(M) (θ0) ,

EQMBar(R) (θ0,h) .
(3.46)

3.3.6 Remarque

Toutes ces bornes sont des approximations de la ”vraie” borne de Barankin, que nous noterons
EQMBarankin (θ0), qui est l’EQM minimale en θ0 d’un estimateur sans biais sur tout le support
du paramètre On obtient donc les relations suivantes

EQMBarankin (θ0) =


lim
K→∞

EQMBhatt(K) (θ0) ,

lim
K→∞

max
h

EQMBar(K) (θ0,h) ,

lim
M→∞

lim
R→∞

max
h

EQMAbel(M,R) (θ0,h) .

(3.47)

Il est important de noter que la borne d’Abel converge plus rapidement versEQMBarankin (θ0)
par rapport aux bornes de Bhattacharyya et Barankin pour un de ses paramètres fixé (M,R).
La pertinence des travaux de Barankin provient du fait que, dans le contexte de paramètres
déterministes, la propriété la plus généralement attendue pour un estimateur est d’être sans
biais sur tout le support du paramètre. Malheureusement, on peut démontrer de manière triviale
que lorsque ce support du paramètre (continu) est borné, il n’existe pas d’estimateur prenant ces
valeurs sur le même support borné à biais identiquement nul sur tout ce support, car la variance
de celui-ci devrait être nulle aux extrémités. De plus, EQMBarankin (θ0) est la solution d’une
équation intégrale et une forme analytique de cette solution n’existe que très rarement (voir, par
exemple, [Mar97]). L’absence d’une telle expression analytique explique en partie la difficulté
d’utilisation de la borne de Barankin en traitement du signal.

D’un point de vue opérationnel, nous ferons d’autres remarques concernant les contraintes
mises en jeu dans l’établissement des bornes déterministes au chapitre suivant.

3.4 Unification des bornes bayésiennes

Les bornes bayésiennes donnent les performances ultimes des estimateurs en terme d’EQM
globale (3.2). Dans l’approche bayésienne, les paramètres sont supposés aléatoires au travers
d’une densité de probabilité a priori p (θ). Cette densité incorpore le support du paramètre
contrairement aux bornes déterministes. Comme nous l’avons évoqué précédemment, les bornes
bayésiennes se sub-divisent en deux catégories : les bornes de la famille Ziv-Zakaï qui dérivent
d’un problème de test d’hypothèses binaires (et plus généralement d’un test d’hypothèses M -
aires) et les bornes de la famille Weiss-Weinstein qui dérivent, comme les bornes déterministes,
d’un principe d’inégalité de covariance.
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3.4.1 La famille Ziv-Zakaï

Dans cette section, nous rappelons les résultats obtenus par Kristine Bell [Bel95] sur l’unifi-
cation des bornes de la famille Ziv-Zakaï.

3.4.1.1 Borne de Bell

Les bornes de la famille Ziv-Zakaï se basent sur une réécriture de l’EQM globale et sur
l’inégalité de Kotelnikov [Kot59]

Pr

(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
≥ 2

T1 − T0
V


T1−∆∫
T0

Pmin (θ, θ +∆) dθ

 , (3.48)

où θ est un paramètre scalaire aléatoire avec une densité a priori uniforme sur [T0, T1], où V {} est
la fonction “valley-filling” que nous détaillerons plus bas, et où Pmin (θ, θ +∆) est la probabilité
d’erreur minimale du test d’hypothèses binaires suivant

H0 : θ; Pr (H0) =
1
2 ; y ∼ p (y| θ)

H1 : θ +∆; Pr (H1) =
1
2 ; y ∼ p (y| θ +∆) .

(3.49)

Les travaux de Bell s’appuient sur une généralisation de cette inégalité. En effet, d’après
[Cin75] page 24,

EQMglobale =

∫
Θ

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ

)2
p (y,θ) dydθ

=

∞∫
0

∆

2
Pr

(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
d∆. (3.50)

On peut réécrire Pr
(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
comme une somme de M − 1 termes identiques

Pr

(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
=

1

M − 1

M−1∑
i=1

{
Pr

(
θ̂ (y)− θ >

∆

2

)
+ Pr

(
θ̂ (y)− θ ≤ −∆

2

)}

=
1

M − 1

M−1∑
i=1



∞∫
−∞

p
(
φi−1

)
Pr
(
θ̂ (y)− θ > ∆

2

∣∣∣ θ = φi−1

)
dφi−1

+

∞∫
−∞

p (φi) Pr
(
θ̂ (y)− θ ≤ −∆

2

∣∣∣ θ = φi

)
dφi



=
1

M − 1

M−1∑
i=1



∞∫
−∞

p
(
φi−1

)
Pr
(
θ̂ (y) > φi−1 +

∆
2

∣∣∣ θ = φi−1

)
dφi−1

+

∞∫
−∞

p (φi) Pr
(
θ̂ (y) ≤ φi − ∆

2

∣∣∣ θ = φi

)
dφi


, (3.51)
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et en posant φ0 = φ et φi = φ+ i∆ pour i = 1 . . .M − 1,

Pr

(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
=

1

M − 1

∞∫
−∞

M−1∑
i=1

{
p (φ+ (i− 1)∆)Pr

(
θ̂ (y) > φ+

(
i− 1

2

)
∆

∣∣∣∣ θ = φ+ (i− 1)∆

)

+p (φ+ i∆)Pr

(
θ̂ (y) ≤ φ+

(
i− 1

2

)
∆

∣∣∣∣ θ = φ+ i∆

)}
dφ

=
1

M − 1

∞∫
−∞

(
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

) p (φ)
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

Pr

(
θ̂ (y) > φ+

∆

2

∣∣∣∣ θ = φ

)

+

M−2∑
i=1

p (φ+ i∆)
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

 Pr
(
θ̂ (y) ≤ φ+

(
i− 1

2

)
∆
∣∣∣ θ = φ+ i∆

)
+Pr

(
θ̂ (y) > φ+

(
i+ 1

2

)
∆
∣∣∣ θ = φ+ i∆

) 

+
p (φ+ (M − 1)∆)
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

Pr

(
θ̂ (y) ≤ φ+

(
M − 3

2

)
∆

∣∣∣∣ θ = φ+ (M − 1)∆

) dφ.(3.52)

On considère le test d’hypothèses M -aires suivant :

Hi : θ = φ+ i∆; Pr (Hi) =
p (φ+ i∆)

M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

; y ∼ p (y| θ = φ+ i∆) , i = 0 . . .M − 1. (3.53)

Alors le terme entre crochet dans (3.52) peut s’interpréter comme la probabilité d’erreur de
ce test d’hypothèses lorsque la règle de décision est celle du “plus proche voisin”, c’est-à-dire

On décide H0 si θ̂ (y) ≤ φ+ ∆
2 ,

On décide Hi,i=1,...,M−2 si φ+
(
i− 1

2

)
∆ < θ̂ (y) ≤ φ+

(
i+ 1

2

)
∆,

On décide HM−1 si θ̂ (y) > φ+
(
M − 3

2

)
∆.

(3.54)

Cette règle de décision est sous-optimale, ainsi la probabilité d’erreur sera toujours supérieure
ou égale à la probabilité d’erreur minimale d’un test d’hypothèses M -aires donné par le test du
rapport de vraisemblance et notée P (M)

min (φ, . . . , φ+ (M − 1)∆). On obtient

Pr

(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
≥ 1

M − 1

∞∫
−∞

(
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

)
P

(M)
min (φ, . . . , φ+ (M − 1)∆) dφ,

(3.55)
avec

P
(M)
min (φ, . . . , φ+ (M − 1)∆) =

1
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

∞∫
−∞

min {p (φ) p (y| θ = φ) , . . .

. . . , p (φ+ (M − 1)∆) p (y| θ = φ+ (M − 1)∆)} dy (3.56)
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On peut remarquer que Pr
(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
est une fonction monotone décroissante

de ∆ tandis que le terme de droite de l’équation (3.55) ne l’est pas forcément. En conséquence
une borne plus précise de Pr

(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
peut être obtenue en appliquant la fonction

“valley-filling” représentée figure 3.1.

Figure 3.1 – Fonction Valley Filling.

On obtient l’inégalité de Kotelnikov généralisée

Pr

(
abs

(
θ̂ (y)− θ

)
≥ ∆

2

)
≥

V

 1

M − 1

∞∫
−∞

(
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

)
P

(M)
min (φ, . . . , φ+ (M − 1)∆) dφ

 . (3.57)

Finalement, en utilisant (3.57) dans (3.50), on obtient la borne de Bell [Bel95] à l’ordre M
noté EQM (M)

Bell

EQM
(M)
Bell =

∞∫
0

∆
2 V

 1
M−1

∞∫
−∞

(
M−1∑
n=0

p (φ+ n∆)

)
P

(M)
min (φ, . . . , φ+ (M − 1)∆) dφ

 d∆.

(3.58)
Toute les bornes de la famille Ziv-Zakaï sont des cas particuliers de cette borne. D’un point de

vue opérationnel, elle est difficilement appliquable puisque le calcul analytique de P (M)
min pour un

modèle d’observation donné reste un problème non trivial. De plus, la fonction “valley-filling”, bien
que mathématiquement séduisante, requière une étude des variations d’une fonction complexe de
∆ ce qui rend son utilisation difficile. Néanmoins, dans le cas de l’estimation d’un paramètre réel,
scalaire, gaussien noyé additivement dans un bruit réel gaussien (indépendant du paramètre), il
a été démontré [Bel95] que la borne de Bell est strictement égale à l’EQM de l’estimateur de la
moyenne conditionnelle, qui, dans le contexte bayésien représente l’EQM minimale. Un problème
théorique intéressant serait de démontrer que la borne de Bell tend vers l’EQM de l’estimateur
de la moyenne conditionnelle lorsque M → ∞.
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3.4.1.2 Borne de Bell-Steinberg-Ephraim-VanTrees

La borne de Bell-Steinberg-Ephraim-VanTrees [BSET97], notée EQMBSET , est obtenue en
imposant M = 2, c’est-à-dire que l’on se réduit à un problème de test d’hypothèses binaires.
Dans ce cas nous obtenons

EQMBSET =

∞∫
0

∆
2 V


∞∫

−∞

(p (φ) + p (φ+∆))P
(2)
min (φ,φ+∆) dφ

 d∆, (3.59)

avec

P
(2)
min (φ,φ∆) =

1

p (φ) + p (φ+∆)

∞∫
−∞

min (p (φ) p (y| θ = φ) , p (φ+∆) p (y| θ = φ+∆)) dy,

(3.60)
la probabilité d’erreur minimale donnée par un test du rapport de vraisemblance pour le problème
de détection suivant{

H0 : θ = φ; Pr (H0) =
p(φ)

p(φ)+p(φ+∆) ; y ∼ p (y| θ = φ) ,

H1 : θ = φ+∆; Pr (H1) =
p(φ+∆)

p(φ)+p(φ+∆) ; y ∼ p (y| θ = φ+∆) .
(3.61)

3.4.1.3 Borne de Bellini-Tartara

A partir de la borne de Bell-Steinberg-Ephraim-VanTrees, si l’on suppose θ distribué unifor-
mement sur [0, T ], on obtient la borne de Bellini-Tartara [BT74] notée EQMBT

EQMBT =

T∫
0

∆V


T−∆∫
0

1
T P

(2)
min (φ,φ+∆) dφ

 d∆. (3.62)

3.4.1.4 Borne de Chazan-Zakaï-Ziv

A partir de la borne de Bellini-Tartara, si l’on omet la fonction “valley-filling”, on obtient la
borne de Chazan-Zakaï-Ziv [CZZ75] notée EQMCZZ

EQMCZZ = 1
T

T∫
0

∆

T−∆∫
0

P
(2)
min (φ,φ+∆) dφd∆. (3.63)

3.4.1.5 Borne de Weinstein

La borne de Weinstein [Wei88], notée EQMW , est une approximation de la borne de Bellini-
Tartara où l’intégrale sur ∆ est remplacée par une somme discrète

EQMW = max
{∆i}i=1...K

K∑
i=1

∆2
i−∆2

i−1

2T

T−∆i∫
0

P
(2)
min (φ,φ+∆i) dφ, (3.64)

où 0 = ∆0 < ∆1 < . . . < ∆K ≤ T .
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3.4.1.6 Remarques concernant les bornes de la famille Ziv-Zakaï

On peut démontrer [Bel95] la relation d’ordre suivante

EQM
(M)
Bell ≥ EQMBSET ≥ EQMBT ≥

{
EQMCZZ

EQMW
. (3.65)

Le point critique dans le calcul des bornes de la famille Ziv-Zakaï est l’évaluation de Pmin pour
lequel une expression analytique est rarement disponible même dans le cas général d’observations
gaussiennes. L’approche généralement retenue consiste à approximer cette probabilité d’erreur
ce qui conduit à des bornes moins pertinentes. L’approximation la plus connue consiste à utiliser
l’inégalité de Pierce [Pie63] qui donne l’encadrement suivant :

Φ

(
1

2

∂2µ (s)

∂s2

∣∣∣∣
s= 1

2

)
e
µ( 1

2)+
1
8

∂2µ(s)

∂s2

∣∣∣∣
s=1

2 ≤ P
(2)
min ≤ eµ(

1
2)

2

(
1 +

√
1
8
∂2µ(s)
∂s2

∣∣∣
s= 1

2

) , (3.66)

où µ (s) est la fonction génératrice des moments semi-invariants

µ (s) = ln

∞∫
−∞

p1−s (y|H0) p
s (y|H1) dy, (3.67)

et où

Φ(z) =
1√
2π

∞∫
z

e−
t2

2 dt, (3.68)

est la fonction d’erreur complémentaire. L’intérêt est ici qu’il existe plusieurs résultats concernant
µ (s) dans la littérature (voir, en particulier, [Van01]). De plus, même s’il semble plus rigoureux
d’utiliser la borne inférieure de Pmin, cet encadrement est suffisamment précis pour que l’utilisa-
tion de la borne supérieure ne donne pas une borne exagérément optimiste. On peut également
utiliser l’inégalité de Bhattacharyya [Bha43]

P
(2)
min ≥ Pr (H0) Pr (H1) e

2µ( 1
2), (3.69)

beaucoup plus simple que l’inégalité de Pierce mais également plus grossière. On pourra également
se reporter à l’inégalité de Chernoff [Che52] ou de Shannon-Gallager-Berlekamp [SGB67].

Les bornes de la famille Ziv-Zakaï ont été appliquées avec succès à divers problèmes d’es-
timation tels que l’estimation d’un retard [ZZ69] [WW83], l’estimation de directions d’arrivées
[BET96], en acoustique sous-marine [XBR04], ainsi qu’en communications numériques [CG05].
Le texte de référence en la matière reste de loin la thèse de Kristine Bell [Bel95].

3.4.2 La famille Weiss-Weinstein

La famille Weiss-Weinstein repose sur un principe d’inégalité de covariance et de ce fait semble
plus naturelle que les bornes de famille Ziv-Zakaï pour lesquelles une réécriture astucieuse de
l’EQM est nécessaire. Dans cette section, à l’aide du théorème 3.1, nous présentons une unification
originale des bornes de la famille Weiss-Weinstein. Il est bon de noter qu’une première approche
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pour l’unification des bornes de la famille Weiss-Weinstein à déjà été proposée par Weiss et
Weinstein dans [WW88]. Cette approche se fonde sur l’inégalité suivante démontrée dans [WW88]

EQMglobale ≥
E2
y,θ [θψ (y, θ)]

Ey,θ

[
ψ2 (y, θ)

] , (3.70)

où l’espérance mathématique porte sur la loi jointe p (y, θ) et où la fonction ψ (y, θ) doit vérifier∫
Θ

ψ (y, θ) p (y, θ) dθ = 0. (3.71)

Weiss et Weinstein donnent plusieurs fonctions ψ (y, θ) vérifiant (3.71) pour lesquelles on
retrouve la borne de Cramér-Rao bayésienne, la borne de Bhattacharyya bayésienne, la borne
de Bobrovsky-Zakaï et la borne de Weiss-Weinstein. Malheureusement, il n’existe pas de règle
générale pour trouver ψ (y, θ) et cette étude ne permet pas de déduire systématiquement une re-
lation d’ordre entre les différentes bornes. Ici, l’unification de la famille Weiss-Weinstein s’appuie
sur la meilleure borne bayésienne, à savoir l’EQM de l’estimateur de la moyenne conditionnelle.
En réécrivant cette EQM et en la comparant à l’EQM solution du théorème 3.1, nous unifions la
borne de Cramér-Rao bayésienne, la borne de Bhattacharyya bayésienne, la borne de Bobrovsky-
Zakaï, la borne de Reuven-Messer, la borne de Bobrovsky-MayerWolf-Zakaï et la borne de Weiss-
Weinstein. L’intérêt de cette approche provient du fait qu’elle nous permet d’obtenir des relations
d’ordre entre les différentes bornes proposées puisque nous les comparons directement à la borne
ultime. De plus, cette approche offre un cadre théorique puissant pour établir de nouvelles bornes
bayésiennes et déterministes. Ainsi, nous proposons deux nouvelles bornes qui seront appliquées
à un problème d’estimation au chapitre suivant : la version bayésienne de la borne d’Abel et la
version déterministe de la borne de Weiss-Weinstein.

3.4.2.1 Reformulations de l’EQM minimale

Dans le contexte bayésien, l’EQM globale minimale est obtenue par l’estimateur de la moyenne

conditionnelle θ̂ (y) =
∫
Θ

θp (θ|y) dθ. L’obtention d’une forme analytique de cette EQM est un

problème généralement non-trivial. L’estimateur de la moyenne conditionnelle est solution du
problème de minimisation suivant

min
θ̂(y)

∫
Ω

∫
Θ

(
θ̂ (y)− θ

)2
p (y, θ) dθdy. (3.72)

On peut réécrire ce problème sous la forme d’un problème d’optimisation sous contraintes
min
v

∫
Ω

∫
Θ

v2 (y, θ) p (y, θ) dθdy

sujet à v (y, θ) = θ̂ (y)− θ

(3.73)

D’un autre côté, en posant x =
[
yT θ

]T et v (y, θ) = u(y,θ)√
p(y,θ)

, le théorème 3.1 donne la

solution du problème d’optimisation sous contraintes suivant
min
v

∫
Ω

∫
Θ

v2 (y, θ) p (y, θ) dθdy

sujet à
∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ) gk (y, θ)
√
p (y, θ)dθdy =ck k = 0, ...,K

(3.74)
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Nous allons montrer que l’unique contrainte du problème d’optimisation (3.73) est équivalente
à un continuum de contraintes particulières du problème d’optimisation (3.74).

Soit f (y, θ) une fonction telle que

lim
θ→±∞

v (y, θ) f (y, θ) = 0, (3.75)

et soient les quatre propositions suivantes
P1 :

∀f (y, θ) ,
∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ)
∂f (y, θ)

∂θ
dθdy =

∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy. (3.76)

Concernant P2 et P3, on supposera également
∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy =1

P2 :
∀f (y, θ) et ∀h,

∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ) (f (y, θ + h)− f (y, θ)) dθdy =h. (3.77)

P3 :

∀f (y, θ) , ∀h et ∀s,∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ)
[
Ls (y, θ + h)− L1−s (y, θ − h)

]
f (y, θ) dθdy =

h

∫
Ω

∫
Θ

L1−s (y, θ − h) f (y, θ) dθdy, (3.78)

avec L (y, η) = f(y,η)
f(y,θ) et s ∈ [0, 1].

P4 :
v (y, θ) = q (y)− θ, (3.79)

où q (y) est une fonction de y seulement.
Théorème 3.2 :

P1 ⇔ P2 ⇔ P3 ⇔ P4. (3.80)

Preuve : la démonstration du théorème 3.2 se décompose en trois parties
Lemme 3.1 :

P1 ⇔ P4 (3.81)

Preuve : supposons que ∀f (y, θ) ,
∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ) ∂f(y,θ)∂θ dθdy =

∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy, donc

∀f (y, θ) ,
∫
Ω

∫
Θ

∂v (y, θ)

∂θ
f (y, θ) dθdy = −

∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy, (3.82)

puisque ∫
Θ

v (y, θ)
∂f (y, θ)

∂θ
dθ =

∫
Θ

∂v (y, θ) f (y, θ)

∂θ
dθ

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫
Θ

∂v (y, θ)

∂θ
f (y, θ) dθ, (3.83)

en utilisant (3.75).



3.4. UNIFICATION DES BORNES BAYÉSIENNES 53

L’expression (3.82) est valable pout toute fonction f (y, θ), donc si on choisit f (y, θ) =
δ (y − y0, θ − θ0), où δ (.) est la distribution de Dirac, on obtient ∀y0 et ∀θ0

∂v (y, θ)

∂θ

∣∣∣∣
y0,θ0

= −1 =⇒ v (y, θ) = q (y)− θ, (3.84)

où q (y) est une fonction de y seulement.
D’un autre côté, si on suppose que v (y, θ) = q (y)− θ, alors ∀f (y, θ)∫

Ω

∫
Θ

v (y, θ)
∂f (y, θ)

∂θ
dθdy =

∫
Ω

∫
Θ

(q (y)− θ)
∂f (y, θ)

∂θ
dθdy

=

∫
Ω

∫
Θ

∂ (q (y)− θ) f (y, θ)

∂θ
+ f (y, θ) dθdy

=

∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy, (3.85)

ce qui démontre le lemme 3.1.�
Lemme 3.2 :

P2 ⇔ P4 (3.86)

Preuve : supposons que ∀f (y, θ) et ∀h,∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ) (f (y, θ + h)− f (y, θ)) dθdy =h. (3.87)

Alors, lorsque h→ 0, (3.87) implique que∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ)
∂f (y, θ)

∂θ
dθdy =1 =⇒ v (y, θ) = q (y)− θ, (3.88)

où la dernière implication est un résultat intermédiaire de la démonstration du lemme 3.1.
D’un autre côté, si on suppose v (y, θ) = q (y)− θ, alors en posant φ = θ + h∫

Ω

∫
Θ

v (y, θ) f (y, θ + h) dθdy =

∫
Ω

∫
Θ

(q (y)− θ) f (y, θ + h) dθdy

=

∫
Ω

∫
Θ

(q (y)− φ+ h) f (y, φ) dφdy

=

∫
Ω

∫
Θ

(q (y)− φ) f (y, φ) dφdy + h, (3.89)

conduisant à ∫
Ω

∫
Θ

(q (y)− θ) (f (y, θ + h)− f (y, θ)) dθdy =h, (3.90)

ce qui démontre le lemme 3.2.�
Lemme 3.3 :

P3 ⇔ P4 (3.91)
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Preuve : en posant L (y, η) = f(y,η)
f(y,θ) supposons que ∀f (y, θ) , ∀h et ∀s,∫

Ω

∫
Θ

v (y, θ)
[
Ls (y, θ + h)− L1−s (y, θ − h)

]
f (y, θ) dθdy =

h

∫
Ω

∫
Θ

L1−s (y, θ − h) f (y, θ) dθdy, (3.92)

Alors, lorsque s→ 1, (3.92) implique∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ) (f (y, θ + h)− f (y, θ)) dθdy =h =⇒ v (y, θ) = q (y)− θ, (3.93)

où la dernière implication est un résultat intermédiaire de la démonstration du lemme 3.2.
D’un autre côté, si on suppose v (y, θ) = q (y)− θ, alors en posant φ = θ + h∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ)Ls (y, θ + h) f (y, θ) dθdy =

∫
Ω

∫
Θ

(q (y)− φ)L1−s (y, φ− h) f (y, φ) dφdy

+h

∫
Ω

∫
Θ

L1−s (y, φ− h) f (y, φ) dφdy, (3.94)

conduisant à∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ)
[
Ls (y, θ + h)− L1−s (y, θ − h)

]
f (y, θ) dθdy =

h

∫
Ω

∫
Θ

L1−s (y, θ − h) f (y, θ) dθdy, (3.95)

ce qui démontre le lemme 3.3.�
Les lemmes 3.1, 3.2, et 3.3 démontrent le théorème 3.2.�

3.4.2.2 Application aux bornes bayésiennes

Le théorème 3.2 établit l’équivalence entre l’unique contrainte du problème d’optimisation
(3.73) et un continuum de contraintes particulières. Ce continuum n’est pas utilisable en l’état
dans le théorème 3.1, puisque par définition, il correspond à une infinité de contraintes qui
conduirait à un vecteur c et une matrice G de dimensions infinies. Néanmoins, en réduisant ce
continuum, c’est-à-dire en choisissant des valeurs particulières pour f (y, θ), h, et s en nombre fini,
on obtiendra, par le théorème 3.1, une EQM minimale globale inférieure à l’EQM de l’estimateur
de la moyenne conditionnelle, donc, par définition, à des bornes minimales d’estimation. Le choix
des paramètres f (y, θ), h, et s donne une appréciation de la “distance” à l’EQM de l’estimateur
de la moyenne conditionnelle, c’est-à-dire que plus on choisira de valeurs, plus on se rapprochera
du continuum et donc de la meilleure borne minimale. De plus, dû fait de la restriction à des
valeurs particulières de f (y, θ), h, et s, il nous est permis de rajouter des contraintes sur les
connaissances a priori concernant l’estimateur de la moyenne conditionnelle afin d’obtenir des
bornes plus pertinentes. Ici, nous utiliserons la contrainte naturelle de biais nul au sens de la loi
jointe.
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3.4.2.2.1 Borne de Cramér-Rao bayésienne et borne de Bhattacharyya bayésienne

On suppose ici f (x, θ) = p (x, θ), la densité jointe du problème. D’où
∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy =1.

En utilisant l’expression P1 on obtient le jeu des deux contraintes suivantes
c =

[
0 1

]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

g1 (y) =
1√
p(y,θ)

∂
∂θp (y,θ) .

(3.96)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM globale minimale notée EQMglobale
CR

EQMglobale
CR =

[
0 1

] 1 0

0

∫
Ω

∫
Θ

(
∂
∂θ ln p (y,θ)

)2
p (y,θ) dθdy


−1 [

0
1

]
, (3.97)

EQMglobale
CR =

∫
Ω

∫
Θ

(
∂ ln p(y,θ)

∂θ

)2
p (y,θ) dθdy

−1

. (3.98)

Il s’agit de la borne de Cramér-Rao bayésienne [Van68].
On peut étendre la contrainte P1 par dérivation successive de l’expression∫

Ω

∫
Θ

v (y, θ) (f (y, θ + h)− f (y, θ)) dθdy =h, (3.99)

utilisée dans P2 par rapport à h en h = 0, on obtient∫
Ω

∫
Θ

v (y, θ)
∂kf (y, θ)

∂θk
dθdx =δ1k. (3.100)

Nous allons donc utiliser le jeu des K + 1 contraintes suivantes
c =

[
0 1 0 · · · 0

]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

gk (y) =
1√
p(y,θ)

∂k

∂θk
p (y,θ) k = 1, . . . ,K.

(3.101)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM globale minimale notée EQMglobale
Bhatt(K)

EQMglobale
Bhatt(K) =

[
0 1 0 · · · 0

]


1 0 · · · 0
0
... B
0


−1


0
1
0
...
0

 , (3.102)

EQMglobale
Bhatt(K) =

[
1 0 · · · 0

]
B−1


1
0
...
0

 , (3.103)
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où Bi,j =
∫
Ω

∫
Θ

1
p(y,θ)

∂i

∂θi
p (y,θ) ∂j

∂θj
p (y,θ) dθdy. En notant

{
B−1

}
1,1

l’élément correspondant à la

première ligne et à la première colonne de l’inverse de B, on obtient la borne de Bhattacharyya
bayésienne [Van68] d’ordre K

EQMglobale
Bhatt(K) =

{
B−1

}
1,1
. (3.104)

3.4.2.2.2 Borne de Bobrovsky-MayerWolf-Zakaï On suppose ici f (x, θ) = q (x, θ) p (x, θ),
où p (x, θ) est la densité jointe du problème et q (x, θ) est une fonction vérifiant (3.75).

En utilisant directement l’expression P1, on obtient le jeu de deux contraintes suivantes
c =

[
0

∫
Ω

∫
Θ

q (x, θ) p (x, θ) dθdy

]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

g1 (y) =
1√
p(y,θ)

∂p(y,θ)q(x,θ)
∂θ .

(3.105)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM globale minimale notée EQMglobale
BMZ (q (x, θ))

EQMglobale
BMZ (q (x, θ)) = cTG−1c, (3.106)

avec

G =

 1 0

0

∫
Ω

∫
Θ

1√
p(y,θ)

∂p(y,θ)q(x,θ)
∂θ dθdy

 . (3.107)

Finalement,

EQMglobale
BMZ (q (x, θ)) =

(∫
Ω

∫
Θ

q(x,θ)p(x,θ)dθdy

)2

∫
Ω

∫
Θ

1
p(y,θ)

(
∂p(y,θ)q(x,θ)

∂θ

)2
dθdy

. (3.108)

Il s’agit ici de la borne de Bobrovsky-MayerWolf-Zakaï [BMWZ87] qui constitue une extension
généralisée de la borne de Cramér-Rao bayésienne puisque

EQMglobal
BMZ (1) = EQMglobale

CR . (3.109)

3.4.2.2.3 Borne de Bobrovsky-Zakaï et borne de Reuven-Messer On suppose ici
f (x, θ) = p (x, θ), la densité jointe du problème. Donc la contrainte supplémentaire sur P2,

à savoir
∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy =1 est satisfaite.

En utilisant directement l’expression P2, on obtient le jeu de deux contraintes suivantes
c =

[
0 h

]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

g1 (y) =
p(y,θ+h)√
p(y,θ)

.
(3.110)
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L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM globale minimale notée EQMglobale
BZ (h)

EQMglobale
BZ (h) =

[
0 h

] 1 1

1

∫
Ω

∫
Θ

p2(y,θ+h)
p(y,θ) dθdy


−1 [

0
h

]

=
h2∫

Ω

∫
Θ

p2(y,θ+h)
p(y,θ) dθdy − 1

. (3.111)

Puisque h est un paramètre libre, c’est-à-dire laissé au choix de l’utilisateur, l’EQM minimale
la plus précise qui peut être obtenue à partir de (3.111) sera notée EQMglobale

BZ

EQMglobale
BZ =max

h
EQMglobale

BZ (h) =max
h

h2∫
Ω

∫
Θ

p2(y,θ+h)
p(y,θ)

dθdy−1
. (3.112)

On reconnaît la borne de Bobrovsky-Zakaï [BZ76] qui n’est autre que la version bayésienne
de la borne de Chapman-Robbins (3.30).

Pour obtenir la meilleure borne bayésienne, l’expression P2 doit être valable ∀h. Il paraît donc
naturel de ne pas se restreindre à un seul point test. Si l’on choisit K points test {h1, h2, . . . , hK}
on obtient le jeu de K + 1 contraintes suivant en posant h =

[
h1 · · · hK

]T


c =
[
0 hT

]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

gk (y) =
p(y,θ+hk)√

p(y,θ)
k = 1, . . . ,K.

(3.113)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM globale minimale notée EQMglobale
RM(K) (h)

EQMglobale
RM(K) (h) =

[
0 hT

]


1 1 · · · 1
1
... D
1


−1 [

0
h

]
(3.114)

= hT
(
D− 11T

)−1
h, (3.115)

avec Di,j=

∫
Ω

∫
Θ

p(y,θ+hi)p(y,θ+hj)
p(y,θ) dθdy. Le vecteur h est un vecteur de paramètres libres, donc

la borne la plus précise notée EQMglobale
RM est donnée par

EQMglobale
RM = lim

K→∞
max
h

EQMglobale
RM(K) (h) = lim

K→∞
max
h

hT
(
D− 11T

)−1
h. (3.116)

De part sa structure, cette borne est la version bayésienne de la borne de Barankin. En 1997,
Reuven et Messer ont établi une borne de Barankin hybride [RM97], c’est-à-dire pour un vecteur
de paramètres concaténant des paramètres déterministes et aléatoires. Il s’agit donc ici d’un
cas particulier de la borne de Reuven-Messer pour laquelle tous les paramètres sont supposés
aléatoires.
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3.4.2.2.4 Borne de Weiss-Weinstein On suppose ici f (x, θ) = p (x, θ), la densité jointe du

problème. Donc la contrainte supplémentaire sur P3, à savoir
∫
Ω

∫
Θ

f (y, θ) dθdy =1 est satisfaite.

Si l’on se place dans le cadre de P3 et d’après le théorème 3.2, la meilleure borne bayésienne
est obtenue ∀h et ∀s. Si l’on se restreint à un jeu de K paramètres hk et à un jeu de K paramètres
sk, on obtient le jeux des K + 1 contraintes suivantes

c =
[
0 h1Ey,θ

[
L1−s1 (y, θ − h1)

]
· · · hkEy,θ

[
L1−sk (y, θ − hk)

] ]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

gk (y) =
√
p (y,θ)

(
Lsk (y, θ + hk)− L1−sk (y, θ − hk)

)
k = 1, . . . ,K.

(3.117)

On posera

ξ =
[
h1Ey,θ

[
L1−s1 (y, θ − h1)

]
· · · hkEy,θ

[
L1−sk (y, θ − hk)

] ]T
, (3.118)

h =
[
h1 · · · hK

]T
, (3.119)

s =
[
s1 · · · sK

]T
. (3.120)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM globale minimale notée EQMglobale
WW (K) (h, s)

EQMglobale
WW (K) (h, s) = cTG−1c = ξTW−1ξ, (3.121)

où

Wi,j = Ey,θ[
(
Lsi (y, θ + hi)− L1−si (y, θ − hi)

) (
Lsj (y, θ + hj)− L1−sj (y, θ − hj)

)
]. (3.122)

Les vecteurs h et s sont des vecteurs de paramètres libres, donc la borne la plus précise notée
EQMglobale

WW est donnée par

EQMglobale
WW = lim

K→∞
max
h,s

ξTW−1ξ. (3.123)

On reconnaît la borne de Weiss-Weinstein [WW85].

3.4.2.3 Relations d’ordre

Dues à l’augmentation du nombre des contraintes dans le théorème 3.1, on peut en déduire
les relations d’ordre suivantes

EQMglobale
CR = EQMglobale

BMZ (1) ≤

{
EQMglobale

BMZ (q (x, θ))

EQMglobale
Bhatt(K)

(3.124)

et

EQMglobale
CR =lim

h→0
EQMglobale

BZ (h) ≤ EQMglobale
BZ = EQMglobale

RM(1) , (3.125)

EQMglobale
RM(1) ≤ EQMglobale

RM(K) =

{
EQMglobale

WW (K) (h,0)

EQMglobale
WW (K) (h,1)

≤ EQMglobale
WW . (3.126)
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3.5 Vers de nouvelles bornes minimales

Nous avons vu ci-avant que la majorité des bornes déterministes disposaient d’une version
bayésienne dans la famille Weiss-Weinstein et vice versa. Cette dualité provient du fait que ces
deux catégories de bornes minimales dérivent du principe d’inégalité de covariance. Ici, grâce au
théorème général 3.1, on observe cette dualité au travers des contraintes mises en jeu lors de la
minimisation de l’EQM locale ou globale. En effet, lorsque qu’une borne déterministe repose sur
des contraintes de type ∫

Ω

Lk (p (y| θ)) dy = 0, k = 1, . . . ,K, (3.127)

la borne bayésienne associée utilise une contrainte faisant apparaître le même opérateur Lk∫
Θ

∫
Ω

Lk (p (y,θ)) dydθ = 0, k = 1, . . . ,K. (3.128)

Nous utilisons dans cette section ce principe de mise en correspondance pour proposer deux
nouvelles bornes minimales. En effet, à notre connaissance, la version bayésienne de la borne
d’Abel et la version déterministe de la borne de Weiss-Weinstein que nous nous proposons d’éta-
blir n’existent pas.

3.5.1 Borne d’Abel bayésienne

Dans le contexte déterministe, la borne d’Abel est obtenue à partir du jeu de contraintes
suivantes 

c =
[
0 1 0 · · · 0 hT

]T
,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

gk (y) =
1√

p(y|θ0)
∂kp(y|θ)
∂θk

∣∣∣
θ0
, k = 1, . . . ,M

gk (y) =
p(y|θ0+hk)√

p(y|θ0)
, k =M + 1, . . . , R.

. (3.129)

Donc, dans un contexte bayésien, en appliquant le principe de mise en correspondance sus-
mentionné, c’est-à-dire en concaténant les contraintes (3.101) et (3.113), on obtient le nouveau
jeu des M +R+ 1 contraintes suivantes

c =
[
0 1 0 · · · 0 h1 · · · hR

]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

gk (y) =
1√
p(y,θ)

∂k

∂θk
p (y,θ) , k = 1, . . . ,M,

gk (y) =
p(y,θ+hk)√

p(y,θ)
, k =M + 1, . . . , R.

(3.130)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM globale minimale notée EQMglobale
Abel(M,R) (h)

EQMglobale
Abel(M,R) (h) = cTG−1c, (3.131)

avec

G =

 1 0T 1T

0 B ΓT

1 Γ D

 . (3.132)

où 0 est un vecteur colonne composé de M zéros, 1 est un vecteur colonne composé de R uns,
les éléments Bi,j et Di,j des matrices B ∈ MM×M (R) et D ∈ MR×R (R) intervenant dans le
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calcul de la borne de Bhattacharyya bayésienne et dans le calcul de la borne de Reuven-Messer
sont donnés par

Bi,j =

∫
Ω

∫
Θ

1

p (y,θ)

∂i

∂θi
p (y,θ)

∂j

∂θj
p (y,θ) dθdy, (3.133)

Di,j =

∫
Ω

∫
Θ

p (y,θ + hi) p (y,θ + hj)

p (y,θ)
dθdy, (3.134)

et où l’élément Γi,j de la matrice Γ ∈ MR×M (R) est donné par

Γi,j =

∫
Ω

∫
Θ

p (y, θ + hi)

p (y, θ)

∂jp (y, θ)

∂θj
dθdy. (3.135)

Soit β =
[
0T 1T

]T , G̃ =

(
B ΓT

Γ D

)
et c =

[
0 αT hT

]T où le vecteur de taille (M × 1)

α =
[
1 0 · · · 0

]T . Puisque le premier élément du vecteur c est nul, seule la matrice R ∈
MM+R×M+R (R) représentant le coin inférieur droit de la matrice G−1 a besoin d’être étudiée.
R est donnée par (voir par exemple [Van02] equation A.68)

R =
(
G̃− ββ

T
)−1

=

(
B ΓT

Γ D− 11T

)−1

. (3.136)

On posera J = D− 11T . L’EQM globale minimale se réduit à

EQMglobale
Abel(M,R) (h) =

[
αT hT

]( B ΓT

Γ J

)−1 [
α
h

]
. (3.137)

Après quelques efforts algébriques on obtient l’expression finale

EQMglobale
Abel(M,R) (h) = αTB−1α+ uT J̃−1u, (3.138)

avec {
u = ΓB−1α− h,

J̃ = J− ΓB−1ΓT .
(3.139)

Puisque EQMglobale
Abel(M,R) (h) est une fonction du vecteur h laissé à la discrétion de l’utilisateur,

la borne maximale notée EQMglobale
Abel(M,R) sera donnée par

EQMglobale
Abel(M,R) =max

h
αTB−1α+ uT J̃−1u. (3.140)

Dû fait de l’augmentation du nombre des contraintes dans l’application du théorème 3.1, à
M et R fixés, nous obtenons la relation d’ordre suivante

EQMglobale
Abel(M,R) ≥

{
EQMglobale

Bhatt(M)

EQMglobale
RM(R)

(3.141)

Par contre, on ne peut pas conclure sur une éventuelle relation d’ordre avec la borne de
Weiss-Weinstein.
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3.5.2 Borne de Weiss-Weinstein déterministe

Dans le contexte bayésien, la borne de Weiss-Weinstein est obtenue à partir du jeu de
contraintes suivantes

c =

[
0 h1Ey,θ

[(
p(y,θ−h1)
p(y,θ)

)1−s1]
· · · hkEy,θ

[(
p(y,θ−hk)
p(y,θ)

)1−sk] ]T
,

g0 (y) =
√
p (y,θ),

gk (y) =
√
p (y,θ)

((
p(y,θ+hk)
p(y,θ)

)sk
−
(
p(y,θ−hk)
p(y,θ)

)1−sk)
, k = 1, . . . ,K.

(3.142)

Donc, dans le contexte déterministe, en appliquant le principe de mise en correspondance
susmentionné, on obtient le jeux des K + 1 contraintes suivantes

c =

[
0 h1Ey|θ0

[(
p(y|θ0−h1)
p(y|θ0)

)1−s1]
· · · hkEy|θ0

[(
p(y|θ0−hk)
p(y|θ0)

)1−sk] ]T
,

g0 (y) =
√
p (y| θ0),

gk (y) =
√
p (y| θ0)

((
p(y|θ0+hk)
p(y|θ0)

)sk
−
(
p(y|θ0−hk)
p(y|θ0)

)1−sk)
, k = 1, . . . ,K.

(3.143)

On posera

ξ =

[
h1Ey|θ0

[(
p(y|θ0−h1)
p(y|θ0)

)1−s1]
· · · hkEy|θ0

[(
p(y|θ0−hk)
p(y|θ0)

)1−sk] ]T
, (3.144)

h =
[
h1 · · · hK

]T
, (3.145)

s =
[
s1 · · · sK

]T
. (3.146)

L’application du théorème 3.1 conduit à l’EQM minimale en θ0 notée EQMWWD(K) (h, s,θ0)

EQMWWD(K) (h, s,θ0) = cTG−1c = ξTW−1ξ, (3.147)

où

Wi,j = Ey|θ0

[((
p (y| θ0 + hi)

p (y| θ0)

)si
−
(
p (y| θ0 − hi)

p (y| θ0)

)1−si
)
×((

p (y| θ0 + hj)

p (y| θ0)

)sj
−
(
p (y| θ0 − hj)

p (y| θ0)

)1−sj
)]

. (3.148)

Les vecteurs h et s sont des vecteurs de paramètres libres, donc la borne la plus précise notée
EQMWWD est donnée par

EQMWWD (θ0) = lim
K→∞

max
h,s

ξTW−1ξ, (3.149)

que nous appellerons borne de Weiss-Weinstein déterministe du fait de la correspondance avec la
borne de Weiss-Weinstein. Puisqu’il s’agit d’une borne déterministe, il s’agit de l’EQM minimale
en θ0 d’un estimateur sujet à la contrainte de biais nul en θ0 (d’après le premier élément de c et
g0 (y)) ainsi que des contraintes du type∫

Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)
psk (y| θ0 + hk) p

1−sk (y| θ0) dy =

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0 + hk

)
psk (y| θ0) p1−sk (y| θ0 − hk) dy, (3.150)
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pour k = 1, . . . ,K.
Malheureusement, nous ne comprenons pas encore les véritables implications de (3.150).

Néanmoins, sachant que sk ∈ [0, 1], on peut étudier les deux cas particuliers suivants :

lim
sk→0

(3.150) ⇒
∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)
p (y| θ0) dy

︸ ︷︷ ︸
=0

= (3.151)

∫
Ω

(
θ̂ (y)− (θ0 − hk)

)
p (y| θ0 − hk) dy,(3.152)

lim
sk→1

(3.150) ⇒
∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ0

)
p (y| θ0 + hk) dy =

∫
Ω

(
θ̂ (y)− (θ0 − hk)

)
p (y| θ0) dy

︸ ︷︷ ︸
=h

⇒
∫
Ω

(
θ̂ (y)− (θ0 + hk)

)
p (y| θ0 + hk) dy =0. (3.153)

Les deux jeux de contraintes (3.151) et (3.153) sont similaires aux contraintes intervenant
dans la borne de Barankin (3.32), à savoir un estimateur dont le biais est nul en plusieurs points
tests. Il parait donc légitime de penser que cette borne est une extension de la borne de Barankin.



Chapitre 4

Bornes minimales en traitement
statistique du signal

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’illustrer l’utilité des bornes minimales d’estimation et de les
exploiter dans le cadre du traitement du signal. Dans le contexte déterministe, les bornes mini-
males présentées au chapitre précédent sont utilisées pour prédire la zone de décrochement des
estimateurs, en particulier la borne de Chapman-Robbins et la borne de Barankin. En effet, ces
bornes explorent le support du paramètre dans sa globalité et sont donc à même de représenter le
phénomène de décrochement dû aux outliers. La borne de Cramér-Rao restant dans un voisinage
très localisé du paramètre ne peut pas prendre en compte ce phénomène car les outliers de part
leur nature peuvent apparaître n’importe où. La borne de Bhattacharyya peut également, en
théorie, prendre en compte ce phénomène. Néanmoins ceci nécessiterait de la calculer à un ordre
très élevé. La borne de Chapman-Robbins et la borne de Barankin ont été appliquées avec suc-
cès à plusieurs problèmes d’estimation [MS69] [Bag69] [MH71] [RM95] [Kno97] [TK97] [Mar97]
[RM99] [TK99] [FT03] [CGFL05] [CFL04] [ABL04b] [ABL04a] [QCL06]. L’utilisation de la borne
d’Abel en traitement du signal est restée très marginale.

Les bornes bayésiennes, du fait de la prise en compte du support du paramètre au travers
de sa densité a priori p (θ), donnent les performances ultimes d’un estimateur sur les trois
zones de l’EQM globale. Ces bornes permettent non seulement de connaître les performances des
estimateurs bayésiens tels que l’estimateur au sens du Maximum A Posteriori ou l’estimateur
de la moyenne conditionnelle, mais elles sont également utilisées pour connaître les performances
globales d’estimateurs déterministes puisque

EQMglobale =

∫
Θ

∫
Ω

(
θ̂ (y)− θ

)(
θ̂ (y)− θ

)H
p (y,θ) dydθ

=

∫
Θ

EQMlocale (θ) p (θ) dθ. (4.1)

On peut citer l’exemple des travaux de Wen Xu [Xu01] [XBB04] [XBR04], où les performances
de l’estimateur du maximum de vraisemblance sont analysées dans le contexte de l’acoustique
sous-marine à l’aide des bornes de Ziv-Zakaï et Weiss-Weinstein. Dans ce chapitre, nous sui-
vrons cette philosophie dans le contexte de l’analyse spectrale et de l’estimation d’une porteuse
en communication numérique avec symboles pilotes. Les bornes de la famille Ziv-Zakaï ont été
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appliquées dans plusieurs autres domaines du traitement du signal : principalement pour l’esti-
mation d’un retard [WW83] et pour l’estimation de directions d’arrivées [BET96] [BET95]. A
notre connaissance, les bornes de la famille Weiss-Weinstein ont en revanche été très peu utilisées
mis à part les travaux de Wen Xu susmentionnés.

De plus, les bornes les plus pertinentes (Barankin, Abel, Ziv-Zakaï et Weiss-Weinstein) s’ap-
puient sur un jeu de points tests pour lequel elles sont optimisées. Plus le nombre de points
tests est grand, plus les bornes déterministes se rapprochent de la vraie borne de Barankin et
plus les bornes bayésiennes se rapprochent de l’EQM de l’estimateur de la moyenne condition-
nelle. Ceci conduit généralement à une lourde charge de calcul. C’est pour cette raison que la
communauté utilise généralement ces bornes avec un seul point test (par exemple la borne de
Chapman-Robbins) afin de limiter cette charge de calcul. Nous pensons que c’est également pour
cette raison que la borne d’Abel n’a pas été utilisée en traitement du signal alors qu’elle est plus
pertinente que la borne de Bhattacharyya ou la borne de Barankin. En effet, la forme générale
de la borne d’Abel est donnée dans le papier original pour un nombre quelconque de points test
et un nombre quelconque de dérivées successives de la fonction score ce qui a pu faire peur aux
chercheurs désirant l’utiliser.

Dans ce chapitre, nous montrons que pour un seul point test et une seule dérivée de la fonc-
tion score, la borne d’Abel (déterministe et bayésienne) se met sous une forme particulièrement
intéressante. Puis, nous proposons différentes formes analytiques de bornes minimales pour un
modèle d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée. Ensuite, dans le contexte de l’esti-
mation d’une fréquence porteuse en communications numériques utilisant des symboles pilotes
(une extension de l’analyse spectrale) nous appliquons les différentes bornes pour les comparer
aux performances de l’estimateur du maximum de vraisemblance. Enfin, nous étudions le com-
portement du point test optimal, c’est-à-dire celui qui maximise les bornes, pour en déduire un
prédicteur de la zone de décrochement des estimateurs et des bornes dont la charge de calcul
reste proche de celle de Cramér-Rao.

4.2 Une forme utile de la borne d’Abel

Dans cette section, nous étudions la borne d’Abel (4.6) dans le cas où M = R = 1, c’est-
à-dire pour un point test et une seule dérivée de la fonction score. La borne ainsi obtenue
dépend directement de la borne de Cramér-Rao et de la borne de Chapman-Robbins. La version
bayésienne de cette borne est également proposée. Ce sont ces bornes qui seront utilisées dans la
suite.

Rappelons l’expression de la borne d’Abel (déterministe) :

EQMAbel(M,R) (θ0,h) = αTB−1α+ uT J̃−1u, (4.2)
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avec 

u = ΓB−1α− h,

J̃ = J− ΓB−1ΓT ,

α =
[
1 0 · · · 0

]T
(M × 1),

h =
[
h1 · · · hK

]T
,

J = D− 11T

Bi,j =

∫
Ω

1
p(y|θ0)

∂ip(y|θ)
∂θi

∣∣∣
θ0

∂jp(y|θ)
∂θj

∣∣∣
θ0
dy B ∈ MM×M (R) ,

Di,j =

∫
Ω

p(y|θ0+hi)p(y|θ0+hj)
p(y|θ0) dy D ∈ MR×R (R) ,

Γi,j =

∫
Ω

p(y|θ0+hi)
p(y|θ0)

∂jp(y|θ)
∂θj

∣∣∣
θ0
dy Γ ∈ MR×M (R) .

(4.3)

Si l’on choisit M = R = 1, on obtient pour tout ces éléments

u = α Γ
B − h,

J̃ = J − Γ2

B ,
α = 1,
h = h,
J=D−1,

B =

∫
Ω

1
p(y|θ0)

(
∂p(y|θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

)2

dy = 1
EQMCR(θ0)

,

D =

∫
Ω

p2(y|θ0+h)
p(y|θ0) dy = 1

EQMChR(θ0,h)
+ 1,

Γ =

∫
Ω

p (y| θ0 + h) ∂ ln p(y|θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
dy,

(4.4)

ce qui donne pour la borne d’Abel EQMAbel(1,1) (θ0, h)

EQMAbel(1,1) (θ0, h) = B−1+
u2

J − Γ2

B

= EQMCR (θ0) +
(ΓEQMCR (θ0)− h)2

1
EQMChR(θ0,h)

− Γ2EQMCR (θ0)

=
EQM−1

CR (θ0) + EQM−1
ChR (θ0, h)− 2ψ (θ0, h)

EQM−1
CR (θ0)EQM

−1
ChR (θ0, h)− ψ2 (θ0, h)

, (4.5)

où l’on a posé ψ (θ0, h) =
Γ
h . La borne la plus pertinente notée EQMAbel(1,1) (θ0) est obtenue en

maximisant EQMAbel(1,1) (θ0, h) par rapport à h

EQMAbel(1,1) (θ0) = max
h

EQMCR(θ0)+EQMChR(θ0,h)−2ψ(θ0,h)EQMCR(θ0)EQMChR(θ0,h)

1−ψ2(θ0,h)EQMCR(θ0)EQMChR(θ0,h)
. (4.6)

L’intérêt opérationnel de cette borne est triple.
– Premièrement, grâce à la relation d’ordre (3.46), on obtient

EQMAbel(1,1) (θ0) ≥
{

EQMCR (θ0)
EQMChR (θ0)

(4.7)
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où
EQMChR (θ0) = max

h
EQMChR (θ0, h) . (4.8)

Il apparaît donc que cette borne est plus pertinente que les bornes de Cramér-Rao et de
Chapman-Robbins.

– Deuxièmement, lorsque la borne de Cramér-Rao et la borne de Chapman-Robbins sont
disponibles pour un problème d’estimation donné, obtenir la borne d’Abel requiert simple-
ment le calcul de ψ (θ0, h).

– Enfin, la charge de calcul de EQMAbel(1,1) (θ0) n’excède pas celle de la borne de Chapman-
Robbins. Nous verrons dans la suite comment obtenir une charge de calcul équivalente à
la borne de Cramér-Rao.

Dans le contexte bayésien, en se basant sur le même principe, on obtient trivialement la borne
d’Abel bayésienne notée EQMglobale

Abel(1,1)

EQMglobale
Abel(1,1) = max

h

EQMglobale
CR +EQMglobale

BZ (h)−2ψ(h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)

1−ψ2(h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)
, (4.9)

où

ψ (h) = 1
h

∫
Θ

∫
Ω

p (y,θ + h) ∂ ln p(y,θ)∂θ dydθ. (4.10)

Les mêmes remarques que précédemment restent valides.

4.3 Modèle d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée

Nous nous proposons dans cette section d’établir certaines formes analytiques des bornes mi-
nimales d’estimation pour un modèle général d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée.
Le résumé des résultats est reporté en annexe A.

Considérons le modèle d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée suivant :

y = m (θ) + b, (4.11)

où y ∈ MN×1 (C) est le vecteur complexe des observations supposées indépendantes, θ est le
paramètre scalaire d’intérêt ayant pour vraie valeur θ0, m ∈ MN×1 (C) est un vecteur complexe
déterministe dépendant (généralement non-linéairement) de θ, et b ∈ MN×1 (C) est le vecteur
complexe du bruit. Le bruit est supposé circulaire, gaussien de moyenne nulle et de matrice de
covariance σ2IM . Dans le contexte bayésien, nous supposerons θ gaussien de moyenne µ et de
variance σ2θ

p (θ) =
1√
2πσθ

e
− 1

2σ2
θ

(θ−µ)2
. (4.12)

Pour ce modèle général, la fonction de vraisemblance est donnée par

p (y| θ) = 1

(πσ2)N
e−

1
σ2 (y−m(θ))H(y−m(θ)). (4.13)

A notre connaissance, seule la forme analytique de la borne de Cramér-Rao est connue dans
ce cas (voir, par exemple, [Kay93]).
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4.3.1 Bornes de Cramér-Rao

Plaçons-nous tout d’abord dans le contexte déterministe. La BCR est donnée par (3.22)

EQMCR (θ0) = Ey|θ0

( ∂ ln p (y| θ)
∂θ

∣∣∣∣
θ0

)2
−1

, (4.14)

En posant β (y,θ) = − 1
σ2 (y −m (θ))H (y −m (θ)) on obtient trivialement les relations sui-

vantes 

∂p(y|θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

= ∂β(y,θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
p (y| θ0) ,

∂β(y,θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

= 2
σ2 Re

{
∂mH(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
(y −m (θ0))

}
,

∂β(y,θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∼ NR

(
0, 2

σ2

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2
)
.

(4.15)

D’où

EQMCR (θ0) = Ey|θ0

( ∂β (y,θ)
∂θ

∣∣∣∣
θ0

)2
−1

,

EQMCR (θ0) =
σ2

2

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 . (4.16)

Dans le contexte bayésien, on peut démontrer que [Van68]

EQMglobale
CR =

∫
Θ

EQM−1
CR (θ) p (θ) dθ−

∫
Θ

∂2 ln p (θ)

∂θ2
p (θ) dθ

−1

. (4.17)

La borne de Cramér-Rao bayésienne se divise donc en deux parties : une partie issue des
observations au travers de EQM−1

CR (θ) et une partie issue des informations a priori. Le second
terme de (4.17) s’écrit ici

∫
Θ

∂2 ln p (θ)

∂θ2
p (θ) dθ =

∫
Θ

∂2
(
− ln

(√
2πσθ

)
− 1

2σ2
θ
(θ − µ)2

)
∂θ2

p (θ) dθ

= − 1

2σ2θ

∫
Θ

∂2 (θ − µ)2

∂θ2
p (θ) dθ

= − 1

σ2θ

∫
Θ

p (θ) dθ

= − 1

σ2θ
. (4.18)

Finalement, la borne de Cramér-Rao bayésienne est donnée par

EQMglobale
CR =

 2
σ2

∫
Θ

∥∥∥∂m(θ)
∂θ

∥∥∥2 p (θ) dθ + 1
σ2
θ

−1

. (4.19)
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4.3.2 Bornes de Bhattacharyya

Nous détaillons ici les bornes de Bhattacharyya d’ordre 2.
Dans le contexte d’un paramètre supposé déterministe et à l’ordre 2, la borne de Bhattacha-

ryya est donnée par (3.26)
EQMBhatt(2) (θ0) =

{
B−1

}
1,1
, (4.20)

où les éléments de la matrice de Bhattacharyya d’ordre 2 sont donnés par

B1,1 = Ey|θ0

[
1

p2(y|θ0)

(
∂p(y|θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

)2
]
,

B2,2 = Ey|θ0

[
1

p2(y|θ0)

(
∂2p(y|θ)
∂θ2

∣∣∣
θ0

)2
]
,

B1,2 = B2,1 = Ey|θ0

[
1

p2(y|θ0)
∂2p(y|θ)
∂θ2

∣∣∣
θ0

∂p(y|θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

]
.

(4.21)

En posant β (y,θ) = − 1
σ2 (y −m (θ))H (y −m (θ)) on obtient les relations suivantes

∂p(y|θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

= ∂β(y,θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
p (y| θ0) ,

∂2p(y|θ)
∂θ2

∣∣∣
θ0

= ∂2β(y,θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0
p (y| θ0) +

(
∂β(y,θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

)2

p (y| θ0) ,

∂β(y,θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

= 2
σ2 Re

{
∂mH(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
(y −m (θ0))

}
,

∂2β(y,θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

= 2
σ2

(
Re

{
∂2mH(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0
(y −m (θ0))

}
−
∥∥∥∥ ∂m(θ)

∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2
)
,

∂β(y,θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∼ NR

(
0, 2

σ2

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2
)
,

∂2β(y,θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∼ NR

(
− 2
σ2

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 , 2
σ2

∥∥∥∥ ∂2m(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2
)
.

(4.22)

On posera xn = 2Re

{
∂nmH(θ)
∂θn

∣∣∣
θ0
(y −m (θ0))

}
. La variable aléatoire réelle xn est distribuée

comme

xn ∼ NR

0, 2σ2

∥∥∥∥∥ ∂nm (θ)

∂θn

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2
 . (4.23)

De plus, 
Ey|θ0

[
x2n
]
= 2σ2

∥∥∥∥ ∂nmH(θ)
∂θn

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 ,
Ey|θ0 [xnxm] = 2σ2Re

{
∂nmH(θ)
∂θn

∣∣∣
θ0

∂mm(θ)
∂θm

∣∣∣
θ0

}
,

Ey|θ0
[
xnx

2
m

]
= 0.

(4.24)

Concernant le terme B1,1, on reconnaît la matrice d’information de Fisher

B1,1 =
2

σ2

∥∥∥∥∥ ∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2

. (4.25)
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Concernant le terme B1,2

B1,2 = Ey|θ0

 ∂2β (y,θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

+

(
∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)2
( ∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)
= Ey|θ0

[
∂2β (y,θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

]
+ Ey|θ0

( ∂β (y,θ)
∂θ

∣∣∣∣
θ0

)3


= Ey|θ0

 1

σ4

x2 − 2

∥∥∥∥∥ ∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2
x1

+
1

σ2
Eθ0

[
(x1)

3
]

︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

σ4
Eθ0 [x2x1] =

2

σ2
Re

{
∂2mH (θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

}
. (4.26)

Concernant le terme B2,2

B2,2 = Ey|θ0

 ∂2β (y,θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

+

(
∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)2
2

= Ey|θ0

( ∂2β (y,θ)
∂θ2

∣∣∣∣
θ0

)2

+

(
∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)4

+ 2
∂2β (y,θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

(
∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)2


= Ey|θ0

( ∂2β (y,θ)
∂θ2

∣∣∣∣
θ0

)2
+ Ey|θ0

( ∂β (y,θ)
∂θ

∣∣∣∣
θ0

)4


+2Ey|θ0

 ∂2β (y,θ)
∂θ2

∣∣∣∣
θ0

(
∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)2


=
2

σ2

∥∥∥∥∥ ∂2m (θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2

+
12

σ4

∥∥∥∥∥ ∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
4

+2Ey|θ0

 1

σ6

x2 − 2

∥∥∥∥∥ ∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2
 (x1)

2


=

2

σ2

∥∥∥∥∥ ∂2m (θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2

+
4

σ4

∥∥∥∥∥ ∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
4

. (4.27)

En conséquence, la borne de Bhattacharyya à l’ordre 2 sera donnée par

EQMBhatt(2) (θ0) =
B2,2

B1,1B2,2 −B2
1,2

EQMBhatt(2) (θ0) =

2
σ2

∥∥∥∥∥ ∂2m(θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2

+ 4
σ4

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥4
4
σ4

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2∥∥∥∥ ∂2m(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2+ 2
σ6

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥6− 4
σ4

(
Re

{
∂2mH (θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

})2 .

(4.28)
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Dans le contexte bayésien, la borne de Bhattacharyya bayésienne s’écrit (3.104)

EQMglobale
Bhatt(K) =

{
B−1

}
1,1
, (4.29)

où les éléments de B sont donnés par

Bi,j =

∫
Ω

∫
Θ

1

p (y,θ)

∂i

∂θi
p (y,θ)

∂j

∂θj
p (y,θ) dθdy. (4.30)

Du fait des dérivations successives, il n’existe pas de relation du type (4.17) pour écrire la
borne de Bhattacharyya bayésienne en fonction des éléments de la borne de Bhattacharyya.

4.3.3 Bornes de Chapman-Robbins et de Bobrovsky-Zakaï

Dans le contexte déterministe, la borne de Chapman-Robbins est donnée par (3.30)

EQMChR (θ0) =max
h

h2∫
Ω

p2(y|θ0+h)
p(y|θ0) dy − 1

. (4.31)

On peut réécrire le terme intervenant dans l’intégrale ci-dessus comme suit :

p2 (y| θ0 + h)

p (y| θ0)
=

1

(πσ2)N
e−

2
σ2 (y−m(θ0+h))

H(y−m(θ0+h))

e−
1
σ2 (y−m(θ0))

H(y−m(θ0))

=
1

(πσ2)N
e−

1
σ2 (2(y−m(θ0+h))

H(y−m(θ0+h))−(y−m(θ0))
H(y−m(θ0)))

=
1

(πσ2)N
e−

1
σ2 (∥y∥

2+2∥m(θ0+h)∥2−∥m(θ0)∥2−2Re{yH(2m(θ0+h)−m(θ0))}).(4.32)

On pose x = y − (2m (θ0 + h)−m (θ0)). Remarquons que

∥x∥2 = ∥y∥2 + ∥2m (θ0 + h)−m (θ0)∥2 − 2Re
{
yH (2m (θ0 + h)−m (θ0))

}
. (4.33)

En reportant (4.33) dans (4.32), on obtient∫
Ω

p2 (y| θ0 + h)

p (y| θ0)
dy =

1

(πσ2)N

∫
Ω

e−
1
σ2 (∥x∥

2+2∥m(θ0+h)∥2−∥m(θ0)∥2−∥2m(θ0+h)−m(θ0)∥2)dy

=
1

(πσ2)N
e−

1
σ2 (2∥m(θ0+h)∥2+∥m(θ0)∥2−∥2m(θ0+h)−m(θ0)∥2)

∫
Ω

e−
1
σ2 ∥x∥

2

dx

︸ ︷︷ ︸
=(πσ2)N

= e
2
σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2 . (4.34)

Finalement on obtient l’expression de la borne de Chapman-Robbins pour un modèle d’ob-
servation gaussienne à moyenne paramétrée

EQMChR (θ0) =max
h

h2

e
2
σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2−1

. (4.35)
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Dans le contexte bayésien, la borne de Bobrovsky-Zakaï s’écrit (3.112)

EQMglobale
BZ =max

h

h2∫
Ω

∫
Θ

p2(y,θ+h)
p(y,θ) dθdy − 1

. (4.36)

On peut réécrire le terme intégrale comme suit :∫
Ω

∫
Θ

p2 (y,θ + h)

p (y,θ)
dθdy =

∫
Θ

p2 (θ + h)

p (θ)

∫
Ω

p2 (y| θ + h)

p (y| θ)
dydθ

=

∫
Θ

p2 (θ + h)

p (θ)
e

2
σ2 ∥m(θ+h)−m(θ)∥2dθ (4.37)

D’où
EQMglobale

BZ =max
h

h2∫
Θ

p2(θ+h)
p(θ)

e
2
σ2 ∥m(θ+h)−m(θ)∥2

dθ−1
. (4.38)

4.3.4 Bornes d’Abel

Dans le contexte de paramètres déterministes, la borne d’Abel à l’ordre un est donnée par
(4.6)

EQMAbel(1,1) (θ0) =

max
h

EQMCR (θ0) + EQMChR (θ0, h)− 2ψ (θ0, h)EQMCR (θ0)EQMChR (θ0, h)

1− ψ2 (θ0, h)EQMCR (θ0)EQMChR (θ0, h)
, (4.39)

où EQMCR (θ0) et EQMChR (θ0, h) sont données par
EQMCR (θ0) =

σ2

2

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 ,
EQMChR (θ0, h) =

h2

e
2
σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2−1

.
(4.40)

Afin d’obtenir une forme analytique de la borne d’Abel, il suffit maintenant de calculer
ψ (θ0, h) donné par

ψ (θ0, h) =
1

h

∫
Ω

p (y| θ0 + h)
∂ ln p (y| θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

dy. (4.41)

En posant, β (y,θ) = − 1
σ2 (y −m (θ))H (y −m (θ)) on obtient

ψ (θ0, h) =
1

h

∫
Ω

p (y| θ0 + h)
∂β (y,θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

dy

=
2

hσ2

∫
Ω

Re

{
∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

(y −m (θ0))

}
p (y| θ0 + h) dy

=
2

hσ2
Re

 ∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∫
Ω

yp (y| θ0 + h) dy − ∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

m (θ0)


=

2

hσ2
Re

{
∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

m (θ0 + h)− ∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

m (θ0)

}
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ψ (θ0, h) =
2
hσ2 Re

{
∂mH(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
(m (θ0 + h)−m (θ0))

}
. (4.42)

Dans le contexte bayésien, la borne d’Abel s’écrit (4.9)

EQMglobale
Abel(1,1) = max

h

EQMglobale
CR + EQMglobale

BZ (h)− 2ψ (h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)

1− ψ2 (h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)
,

(4.43)
où EQMglobale

CR , EQMglobale
BZ (h) et ψ (h) sont données par

EQMglobale
CR = 1

2√
2πσ2σθ

∫
Θ

∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∥∥∥2e− 1
2σ2

θ

(θ−µ)2

dθ+ 1

σ2
θ

,

EQMglobale
BZ (h) = h2

1√
2πσθ

∫
Θ

e

2
σ2 ∥m(θ+h)−m(θ)∥2− 1

2σ2
θ

(θ−µ+h(2−
√

2))(θ−µ+h(2+
√

2))
dθ−1

,
(4.44)

et

ψ (h) =
1

h

∫
Θ

∫
Ω

p (y,θ + h)
∂ ln p (y,θ)

∂θ
dydθ

=
1

h

∫
Θ

p (θ + h)

∫
Ω

p (y| θ + h)

(
∂ ln p (y| θ) + ln p (θ)

∂θ

)
dydθ

=
1

h

∫
Θ

p (θ + h)

∫
Ω

p (y| θ + h)
∂ ln p (y| θ)

∂θ
dydθ

+
1

h

∫
Θ

p (θ + h)
∂ ln p (θ)

∂θ
dθ

=

∫
Θ

ψ (θ0, h) p (θ + h) dθ +
1

h

∫
Θ

p (θ + h)
∂ ln p (θ)

∂θ
dθ. (4.45)

Le deuxième terme de ψ (h) peut se réécrire

1

h

∫
Θ

p (θ + h)
∂ ln p (θ)

∂θ
dθ =

1

h

∫
Θ

(
−θ − µ

σ2θ

)
p (θ + h) dθ

= − 1

hσ2θ

∫
Θ

(θ − µ) p (θ + h) dθ

=
1

σ2θ
. (4.46)

Finalement

ψ (h) = 1
σ2
θ
+ 2

hσ2

∫
Θ

Re

{
∂mH(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0
(m (θ0 + h)−m (θ0))

}
p (θ + h) dθ. (4.47)
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4.3.5 Bornes de Weiss-Weinstein

Nous utiliserons ici les bornes de Weiss-Weinstein pour un point test h. Dans le contexte
déterministe, nous avons pour la borne de Weiss-Weinstein déterministe (3.149)

EQMWWD(1) (h,s,θ0) =max
h,s

(
hEy|θ0

[(
p(y|θ0−h)
p(y|θ0)

)1−s])2

Ey|θ0

[((
p(y|θ0+h)
p(y|θ0)

)s
−
(
p(y|θ0−h)
p(y|θ0)

)1−s)2
] , (4.48)

En posant

η (α|β) = ln

∫
Ω

pα (y| θ0 + β)

pα−1 (y| θ0)
dy, (4.49)

on peut réécrire EQMWWD(1) (h,s,θ0) comme

EQMWWD(1) (h,s,θ0) =max
h,s

h2e2η( s|h)

eη( 2s|h) + eη( 2−2s|−h) − 2eη( s|2h)
. (4.50)

Étudions le terme η (α|β) pour le modèle d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée

pα (y| θ0 + β)

pα−1 (y| θ0)
=

1

(πσ2)N
e−

α
σ2 (y−m(θ0+β))

H(y−m(θ0+β))

e−
α−1
σ2 (y−m(θ))H(y−m(θ))

=
1

(πσ2)N
e−

1
σ2 (α(y−m(θ0+β))

H(y−m(θ0+β))−(α−1)(y−m(θ))H(y−m(θ)))

=
1

(πσ2)N
e−

1
σ2 (∥y∥

2+α∥m(θ0+β)∥2−(α−1)∥m(θ0)∥2−2Re{yH(αm(θ0+β)−(α−1)m(θ0))}).

(4.51)
On pose x = y − (αm (θ0 + β)− (α− 1)m (θ0)). Remarquons que

∥x∥2 = ∥y∥2 + ∥αm (θ0 + β)− (α− 1)m (θ0)∥2 − 2Re
{
yH (αm (θ0 + β)− (α− 1)m (θ0))

}
.

(4.52)
En reportant (4.52) dans (4.51), on obtient∫
Ω

pα (y| θ0 + β)

pα−1 (y| θ0)
dy =

1

(πσ2)N

∫
Ω

e−
1
σ2 (∥x∥

2−∥αm(θ0+β)−(α−1)m(θ0)∥2+α∥m(θ0+β)∥2−(α−1)∥m(θ0)∥2)dx

=
1

(πσ2)N
e−

1
σ2 (−∥αm(θ0+β)−(α−1)m(θ0)∥2+α∥m(θ0+β)∥2−(α−1)∥m(θ0)∥2)

∫
Ω

e−
∥x∥2

σ2 dx

︸ ︷︷ ︸
=(πσ2)N

= e
α(α−1)

σ2 ∥m(θ0+β)−m(θ0)∥2 . (4.53)

Donc
η (α|β) = ln

∫
Ω

pα (y| θ0 + β)

pα−1 (y| θ0)
dy
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η (α|β) = α(α−1)
σ2 ∥m (θ0 + β)−m (θ0)∥2 , (4.54)

et la borne de Weiss-Weinstein déterministe s’écrit

EQMWWD(1) (h,s,θ0) =max
h,s

h2e
2
s(s−1)

σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥
2

e
2s(2s−1)

σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2+e
2(s−1)(2s−1)

σ2 ∥m(θ0−h)−m(θ0)∥2−2e
s(s−1)

σ2 ∥m(θ0+2h)−m(θ0)∥2
.

(4.55)
Dans le contexte bayésien, la borne de Weiss-Weinstein est donnée par

EQMWW (1) (h,s) =max
h,s

h2e2η(s,h)

eη(2s,h) + eη(2−2s,−h) − 2eη(s,2h)
, (4.56)

où η (α, β) est donnée par

η (α, β) = ln

∫
Θ

∫
Ω

pα (y,θ + β)

pα−1 (y,θ)
dydθ. (4.57)

Le terme intégrale peut se réécrire∫
Θ

∫
Ω

pα (y,θ + β)

pα−1 (y,θ)
dydθ =

∫
Θ

pα (θ + β)

pα−1 (θ)

∫
Ω

pα (y| θ + β)

pα−1 (y| θ)
dydθ

=

∫
Θ

pα (θ + β)

pα−1 (θ)
e

α(α−1)

σ2 ∥m(θ+β)−m(θ)∥2dθ

=
1√
2πσθ

∫
Θ

e
α(α−1)

σ2 ∥m(θ+β)−m(θ)∥2− 1

2σ2
θ

(
θ−
(√

α(α−1)−α
)
h−µ

)(
θ+
(√

α(α−1)+α
)
h−µ

)
dθ. (4.58)

En conséquence, le terme η (α, β) est donné par

η (α, β) = ln 1√
2πσθ

∫
Θ

e
α(α−1)

σ2 ∥m(θ+β)−m(θ)∥2− 1

2σ2
θ

(
θ−
(√

α(α−1)−α
)
h−µ

)(
θ+
(√

α(α−1)+α
)
h−µ

)
dθ.

(4.59)
En reportant (4.59) dans (4.56) on obtient la borne de Weiss-Weinstein.

4.4 Analyse spectrale et synchronisation de fréquence porteuse

Dans cette section, les résultats obtenus précédemment pour le modèle d’observations gaus-
siennes à moyenne paramétrée sont appliqués à un problème d’estimation de porteuse dans un
contexte de communications numériques avec symboles pilotes. Le résumé des résultats est re-
porté en annexe B.

4.4.1 Modèles des observations

Le modèle des observations est le suivant :

yk = ake
j2πkθ + bk, k = 0, . . . , N − 1, (4.60)

où la kième observation complexe bruitée yk, échantillonnée au rythme symbole, est un si-
gnal modulé linéairement, obtenu en appliquant une séquence de symboles pilotes connus a =
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[a0 a1 aN−1]
T à un filtre de Nyquist. Les observations sont supposées indépendantes. {bk}

est une suite de variables aléatoires complexes circulaires, i.i.d, gaussiennes de moyenne nulle et
de variance σ2. Le paramètre réel inconnu θ ∈ Θ =

]
−1

2 ,
1
2

]
correspond à la fréquence porteuse.

Dans le contexte bayésien, θ sera supposé aléatoire avec une densité de probabilité a priori p (θ)
gaussienne de moyenne µ et de variance σ2θ :

p (θ) =
1√
2πσθ

e
− 1

2σ2
θ

(θ−µ)2
. (4.61)

Du fait de l’indépendance des observations, la fonction de vraisemblance s’écrit

p (y|θ) =
N−1∏
k=0

p (yk|θ) =
1

(πσ2)N
e
− 1

σ2

(
∥y∥2+∥a∥2−2Re

{
N−1∑
k=0

y∗kake
j2πkθ

})
. (4.62)

Ce modèle est un cas particulier du modèle d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée
(4.11) où

m (θ) = a⊙ s (θ) , (4.63)

avec
s (θ)=

[
1 ej(2πθ) · · · ej(2π(N−1)θ)

]T
. (4.64)

4.4.2 Formes analytiques des bornes déterministes et bayésiennes

A notre connaissance, seule la forme analytique de la borne de Cramér-Rao et de la borne de
Chapman-Robbins sont connues dans ce cas (voir [ABL04b]). Nous donnons ici les résultats des
différentes formes analytiques pour les bornes minimales considérées précédemment.

4.4.2.1 Bornes de Cramér-Rao

Dans le contexte d’un paramètre supposé déterministe, la borne de Cramér-Rao est donnée
par (4.16)

EQMCR (θ0) =
σ2

2

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2
. (4.65)

Le terme
∥∥∥∥ ∂m(θ)

∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 s’écrit

∥∥∥∥∥ ∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥a⊙ ∂s (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2

=

N−1∑
k=0

∥ak∥2
(
j2πkej2πkθ

)(
−j2πke−j2πkθ

)
= 4π2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2. (4.66)

La borne de Cramér-Rao s’écrit par conséquent

EQMCR (θ0) =
σ2

8π2
N−1∑
k=0

∥ak∥2k2
. (4.67)
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Dans le contexte bayésien, en remarquant que l’expression ci-dessus ne dépend pas de θ0,
nous obtenons d’après (4.19)

EQMglobale
CR =

 2

σ2

∫
Θ

∥∥∥∥∂m (θ)

∂θ

∥∥∥∥2 p (θ) dθ + 1

σ2θ

−1

=
1

8π2

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2 + 1
σ2
θ

.

EQMglobale
CR =

σ2
θ

8π2
σ2
θ

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2k2+1

. (4.68)

4.4.2.2 Bornes de Bhattacharyya

Dans le contexte déterministe, la borne de Bhattacharyya à l’ordre 2 s’écrit (4.28)

EQMBhatt(2) (θ0) =
B2,2

B1,1B2,2 −B2
1,2

EQMBhatt(2) (θ0) =

2
σ2

∥∥∥∥∥ ∂2m(θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

∥∥∥∥∥
2

+ 4
σ4

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥4
4
σ4

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2∥∥∥∥ ∂2m(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2+ 2
σ6

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥6− 4
σ4

(
Re

{
∂2mH (θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

})2 .

(4.69)
Ici, le terme B1,2 est nul puisque

B1,2 =
2

σ2
Re

{
∂2mH (θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

∂m (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

}

=
2

σ2
Re

{
aH⊙ ∂2sH (θ)

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

a⊙ ∂s (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

}

=
2

σ2
Re

{
−j8π3

N−1∑
k=0

k3 ∥ak∥2
}

= 0. (4.70)

D’où

EQMBhatt(2) (θ0) =
σ2

8π2
N−1∑
k=0

∥ak∥2k2
. (4.71)

Pour ce problème d’estimation, on retrouve la borne de Cramér-Rao. Dans le contexte bayé-
sien, un calcul similaire conduit à la borne de Cramér-Rao bayésienne.

Il faudrait donc augmenter l’ordre de la borne de Bhattacharyya afin d’obtenir une borne
plus pertinente. La borne à l’ordre 3 est donnée dans [FL01] [FL02] pour le cas particulier où
ak = 1 ∀k. Au vue de la faible différence entre cette borne et la borne de Cramér-Rao (voir figure
1 dans [FL01]), il nous a semblé judicieux de ne pas continuer dans cette voie.
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4.4.2.3 Bornes de Chapman-Robbins et de Bobrovsky-Zakaï

Dans le contexte d’un paramètre supposé déterministe, la borne de Chapman-Robbins est
donnée par (4.35)

EQMChR (θ0) =max
h

h2

e
2
σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2 − 1

. (4.72)

Le terme ∥m (θ0 + h)−m (θ0)∥2 s’écrit

∥m (θ0 + h)−m (θ0)∥2 =

N−1∑
k=0

∥ak∥2
(
ej2πk(θ+h) − ej2πkθ

)(
e−j2πk(θ+h) − e−j2πkθ

)
=

N−1∑
k=0

∥ak∥2
(
2− 2Re

{
ej2πkh

})
= 2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 (1− cos (2πkh)) . (4.73)

La borne de Chapman-Robbins s’écrit par conséquent

EQMChR (θ0) =max
h

h2

e

4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1

. (4.74)

Dans le contexte bayésien, du fait que la borne de Chapman-Robbins ne dépend pas de θ0,
on obtient (4.38)

EQMglobale
BZ = max

h

h2∫
Ω

∫
Θ

p2(y,θ+h)
p(y,θ) dθdy − 1

= max
h

h2∫
Θ

p2(θ+h)
p(θ)

∫
Ω

p2(y|θ+h)
p(y|θ) dydθ − 1

= max
h

h2

e
4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))
∫
Θ

p2(θ+h)
p(θ) dθ − 1

(4.75)

Le terme
∫
Θ

p2(θ+h)
p(θ) dθ devient

∫
Θ

p2 (θ + h)

p (θ)
dθ =

1√
2πσθ

e
− 1

2σ2
θ
[2h2−4hµ+µ2]

∫
Θ

e
− 1

2σ2
θ
[θ2+2θ(2h−µ)]

dθ

= e
− 1

2σ2
θ
[2h2−4hµ+µ2]+ (2h−µ)2

2σ2
θ = e

h2

σ2
θ , (4.76)

où l’intégrale
∫
Θ

e
− 1

2σ2
θ
[θ2+2θ(2h−µ)]

dθ est obtenue grâce à [GR94] page 355, équation (BI((28))(1),

à savoir
∞∫
−∞

e−p
2x2±qxdx =

√
π

abs (p)
e

q2

4p2 . (4.77)
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Finalement, la borne de Bobrovsky-Zakaï est donnée par

EQMglobale
BZ =max

h

h2

e

h2

σ2
θ

+ 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1

. (4.78)

4.4.2.4 Bornes d’Abel

Dans le contexte d’un paramètre supposé déterministe, la borne d’Abel est donnée par (A.6)

EQMAbel(1,1) (θ0) =

max
h

EQMCR (θ0) + EQMChR (θ0, h)− 2ψ (θ0, h)EQMCR (θ0)EQMChR (θ0, h)

1− ψ2 (θ0, h)EQMCR (θ0)EQMChR (θ0, h)
, (4.79)

où EQMCR (θ0) et EQMChR (θ0, h) sont données par (4.67) et (4.74)
EQMCR (θ0) =

σ2

8π2
N−1∑
k=0

∥ak∥2k2
,

EQMChR (θ0, h) =
h2

e

4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1

.
(4.80)

Le terme ψ (θ0, h), pour le modèle d’observations gaussiennes à moyenne paramétrée est
donnée par (4.42)

ψ (θ0, h) =
2

hσ2
Re

{
∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

(m (θ0 + h)−m (θ0))

}

=
2

hσ2
Re

{
aH ⊙ ∂sH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

a⊙ (s (θ0 + h)− s (θ0))

}

=
2

hσ2
Re

{
N−1∑
k=0

∥ak∥2
(
ej2πk(θ0+h) − ej2πkθ0

) ∂e−j2πkθ
∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

}

= − 4π

hσ2
Re

{
N−1∑
k=0

jk ∥ak∥2
(
ej2πkh − 1

)}

= − 4π

hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2Re
{
j
(
ej2πkh − 1

)}

ψ (θ0, h) =
4π
hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh) . (4.81)

Finalement, la borne d’Abel est donnée par

EQMAbel(1,1) (θ0) = max
h

8π2

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2k2+ 1
h2

e 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1

− 8π
hσ2

N−1∑
k=0

k∥ak∥2 sin(2πkh)

8π2

h2σ2

e 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1

N−1∑
k=0

∥ak∥2k2− 16π2

h2σ4

(
N−1∑
k=0

k∥ak∥2 sin(2πkh)
)2
.

(4.82)
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Dans le contexte bayésien, la borne d’Abel bayésienne s’écrit (4.43)

EQMglobale
Abel(1,1) = max

h

EQMglobale
CR + EQMglobale

BZ (h)− 2ψ (h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)

1− ψ2 (h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)
,

(4.83)
où EQMglobale

CR et EQMglobale
BZ (h) sont données par (4.68) et (4.78)
EQMglobale

CR =
σ2
θ

8π2
σ2
θ

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2k2+1

,

EQMglobale
BZ (h) = h2

e

h2

σ2
θ

+ 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1

.
(4.84)

D’après (4.47), le terme ψ (h) s’écrit pour le modèle d’observations gaussiennes à moyenne
paramétrée

ψ (h) =
1

σ2θ
+

2

hσ2

∫
Θ

Re

{
∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

(m (θ0 + h)−m (θ0))

}
p (θ + h) dθ

=
1

σ2θ
+

4π

hσ2

∫
Θ

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh) p (θ + h) dθ

ψ (h) = 1
σ2
θ
+ 4π

hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh) . (4.85)

On en déduit la borne d’Abel bayésienne

EQMglobale
Abel(1,1) = max

h

8π2 σ2
θ

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2k2+1

σ2
θ

+ e

h2

σ2
θ

+ 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1
h2

−2

(
1

σ2
θ

+ 4π
hσ2

N−1∑
k=0

k∥ak∥2 sin(2πkh)
)

1

σ2
θ
h2

(
8π2

σ2
θ

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2k2+1

)e h2

σ2
θ

+ 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1

−
(

1

σ2
θ

+ 4π
hσ2

N−1∑
k=0

k∥ak∥2 sin(2πkh)
)2
.

(4.86)

4.4.2.5 Bornes de Weiss-Weinstein

La borne de Weiss-Weinstein déterministe s’écrit pour le modèle d’observations gaussiennes
à moyenne paramétrée

EQMWWD(1) (θ0) =max
h,s

h2e2η( s|h)

eη( 2s|h) + eη( 2−2s|−h) − 2eη( s|2h)
, (4.87)

avec

η (α|β) = α (α− 1)

σ2
∥m (θ0 + β)−m (θ0)∥2

η (α|β) = 2α(α−1)
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 (1− cos (2πkβ)) , (4.88)
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d’après (4.73). On pose ξ (h) = 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 (1− cos (2πkh)) et on en déduit la borne de

Weiss-Weinstein déterministe

EQMWWD(1) (θ0) =max
h,s

h2es(s−1)ξ(h)

es(2s−1)ξ(h)+e(1−s)(1−2s)ξ(h)−2e
1
2 s(s−1)ξ(2h)

. (4.89)

Dans le contexte bayésien, la borne de Weiss-Weinstein est donnée par

EQMglobale
WW (1) =max

h,s

h2e2η(s,h)

eη(2s,h) + eη(2−2s,−h) − 2eη(s,2h)
, (4.90)

où η (α, β) est donnée par

η (α, β) = ln

∫
Θ

∫
Ω

pα (y,θ + β)

pα−1 (y,θ)
dydθ. (4.91)

Du fait que la borne de Weiss-Weinstein déterministe ne dépend pas de θ0, on obtient∫
Θ

∫
Ω

pα (y,θ + β)

pα−1 (y,θ)
dydθ =

∫
Θ

pα (θ + β)

pα−1 (θ)

∫
Ω

pα (y| θ + β)

pα−1 (y| θ)
dydθ

= e

2α(α−1)

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkβ))
∫
Θ

pα (θ + β)

pα−1 (θ)
dθ (4.92)

Détaillons le terme a priori∫
Θ

pα (θ + β)

pα−1 (θ)
dθ =

1√
2πσθ

e
− 1

2σ2
θ
[αβ2−2αβµ+µ2]

∫
Θ

e
− 1

2σ2
θ
[θ2+2θ(αβ−µ)]

dθ

= e
− 1

2σ2
θ
[αβ2−2αβµ+µ2]+ (αβ−µ)2

2σ2
θ = e

−αβ2

2σ2
θ

(1−α)
, (4.93)

où l’intégrale
∫
Θ

e
− 1

2σ2
θ
[θ2+2θ(αβ−m)]

dθ est obtenue grâce à [GR94] page 355, équation (BI((28))(1)

(voir équation (4.77)). Nous obtenons donc pour η (α, β)

η (α, β) = α (α− 1)

(
2
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 (1− cos (2πkβ)) + β2

2σ2
θ

)
. (4.94)

On pose ξ (h) = 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 (1− cos (2πkh)) . Et la borne de Weiss-Weinstein devient

EQMglobale
WW (1) =max

h,s

h2e
s(s−1)

(
ξ(h)+ h2

σ2
θ

)

e
s(2s−1)

(
ξ(h)+ h2

σ2
θ

)
+e

(1−s)(1−2s)

(
ξ(h)+ h2

σ2
θ

)
−2e

s(s−1)

(
1
2 ξ(2h)+ 2h2

σ2
θ

) . (4.95)
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4.4.2.6 Simplification des bornes de Weiss-Weinstein

Les bornes de Weiss-Weinstein requièrent une optimisation selon deux paramètres : s et h.
Si l’obtention de la valeur optimale de h semble difficile, Weiss et Weinstein ont remarqué, sans
le démontrer, que la valeur sopt qui maximise la borne quelque soit h était généralement

sopt =
1

2
. (4.96)

En posant ξ (h) = 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 (1− cos (2πkh)), on peut réécrire la borne de Weiss-

Weinstein déterministe comme

EQMWWD(1) (θ0) =max
h,s

h2es(s−1)ξ(h)

es(2s−1)ξ(h) + e(1−s)(1−2s)ξ(h) − 2e
1
2
s(s−1)ξ(2h)

. (4.97)

Pour cette valeur particulière de s on obtient

EQMWWD(1) (θ0) =max
h

EQMWWD(1)

(
h,12 ,θ0

)
=max

h

h2

2
e−

1
4 ξ(h)

1−e−
1
8 ξ(2h)

. (4.98)

Dans le contexte bayésien, la borne de Weiss-Weinstein obéit à la même régle, à savoir que
le point s optimal correspond

s =
1

2
. (4.99)

Pour cette valeur particulière de s on obtient

EQMglobale
WW (1) =max

h
EQMglobale

WW (1)

(
h,12
)
=max

h

h2

2
e
− 1

4

(
ξ(h)+ h2

σ2
θ

)

1−e
−
(

1
8 ξ(2h)+ h2

2σ2
θ

) . (4.100)

On obtient donc des bornes avec une charge de calcul approximativement identique à celle
des bornes de Chapman-Robbins (Bobrovsky-Zakaï), et d’Abel.

4.4.2.7 Simulations

Afin d’illustrer les différents résultats concernant les bornes minimales établis ci-dessus ainsi
qu’au chapitre précédent, nous présentons ici différents résultats de simulations.

Le scénario est le suivant : on considère une modulation QPSK et N = 20 observations. De
plus, on peut remarquer que toutes les bornes dépendant du point test h sont paires en h. En
conséquence, la recherche du maximum sur le point test h s’effectue sur

[
0, 12
]
. Dans le contexte

déterministe, la vraie valeur du paramètre est θ0 = 0.
On considère l’estimateur du maximum de vraisemblance donné par

θ̂MV = arg min
θ

[
∥y∥2 + ∥a∥2 − 2Re

{
N−1∑
k=0

y∗kake
j2πkθ

}]
. (4.101)

Dans le contexte bayésien, l’EQM globale de cet estimateur est donnée par (4.1) et on choisit
pour la densité a priori µ = 0 et σ2θ =

1
36 .

Les figures (4.1) et (4.2) représentent, en fonction du RSB, dans les contextes déterministe
et bayésien, les bornes de Weiss-Weinstein avec une optimisation sur h et s, les bornes de Weiss-
Weinstein avec optimisation sur h et s = 1

2 , s = 1
4 , et s = 0 (identique aux bornes de Weiss-

Weinstein avec optimisation sur h et s = 1), les bornes de Weiss-Weinstein avec h = 0 et s = 0
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Figure 4.1 – Borne de Weiss-Weinstein déterministe avec une optimisation sur h et s, borne de
Weiss-Weinstein avec optimisation sur h et s = 1

2 , s = 1
4 , et s = 0, borne de Weiss-Weinstein

avec h = 0 et s = 0, la borne de Chapman-Robbins et borne de Cramér-Rao en fonction du RSB.
Modulation QPSK et N = 20 observations.
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Figure 4.2 – Borne de Weiss-Weinstein avec une optimisation sur h et s, borne de Weiss-
Weinstein avec optimisation sur h et s = 1

2 , s = 1
4 , et s = 0, borne de Weiss-Weinstein avec

h = 0 et s = 0, la borne de Bobrovsky-Zakaï et borne de Cramér-Rao bayésienne en fonction du
RSB. Modulation QPSK et N = 20 observations.

(identique aux bornes de Weiss-Weinstein avec h = 0 et s = 1), la borne de Chapman-Robbins
(Bobrovsky-Zakaï dans le contexte bayésien) ainsi que la borne de Cramér-Rao (bayésienne).
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On remarque que la valeur s = 1
2 est bien la valeur optimale pour laquelle on obtient la

borne la plus pertinente. Lorsque l’on effectue une optimisation sur h et que l’on impose s = 0
ou 1, les bornes de Weiss-Weinstein se ramènent à la borne de Chapman-Robbins (Bobrovsky-
Zakaï dans le contexte bayésien). Lorsque l’on impose h = 0 et s = 0 (ou h = 0 et s = 1), les
bornes de Weiss-Weinstein se ramènent à la borne de Cramér-Rao (bayésienne). Enfin, lorsque
l’on optimise sur h et que l’on choisit pour s une valeur arbitraire entre 0 et 1

2 , on obtient une
borne sous-optimale par rapport à la vraie borne de Weiss-Weinstein, mais néanmoins supérieure
à la borne de Chapman-Robbins (Bobrovsky-Zakaï dans le contexte bayésien).

Les figures (4.3) et (4.4) représentent, en fonction du RSB, les performances locale et globale
de l’estimateur du maximum de vraisemblance considéré ainsi que les bornes de Cramér-Rao
déterministe et bayésienne, les bornes de Chapman-Robbins dans le contexte déterministe et de
Bobrovsky-Zakaï dans le contexte bayésien, les bornes d’Abel déterministe et bayésienne et les
bornes de Weiss-Weinstein déterministe et bayésienne. Concernant l’EQM (locale ou globale)
de l’estimateur du maximum de vraisemblance, les simulations de Monte-Carlo sont obtenues à
partir de 1000 réalisations indépendantes.
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Figure 4.3 – EQM locale empirique de l’estimateur du maximum de vraisemblance, borne de
Cramér-Rao, borne de Chapman-Robbins, borne d’Abel et borne de Weiss-Weinstein détermi-
niste en fonction du RSB. Modulation QPSK et N = 20 observations.

Comme attendu, la borne de Cramér-Rao est la seule à ne pas exhiber un décrochement. On
retrouve les relations d’ordre établies au chapitre précedent, à savoir que les bornes de Weiss-
Weinstein sont plus pertinentes que les bornes d’Abel, elles mêmes légèrement plus pertinentes
que la borne de Chapman-Robbins et la borne de Bobrovsky-Zakaï. En outre, dans le contexte
déterministe la borne de Weiss-Weinstein semble être un outil particulièrement intéressant pour
prédire précisément le décrochement de l’estimateur du maximum de vraisemblance. Dans le
contexte bayésien, la borne de Weiss-Weinstein est la mieux à même de représenter l’EQM
globale sur les trois zones de fonctionnement de l’estimateur.
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Figure 4.4 – EQM globale empirique de l’estimateur du maximum de vraisemblance, borne
de Cramér-Rao bayésienne, borne de Bobrovsky-Zakaï, borne d’Abel bayésienne et borne de
Weiss-Weinstein en fonction du RSB. Modulation QPSK et N = 20 observations.

4.4.3 Sur le point test optimal

Outre le fait de fournir les performances ultimes en terme d’EQM, les bornes minimales
d’estimations sont un outil attrayant afin de prédire la zone de décrochement des estimateurs.

Les simulations présentées dans cette section ont été effectuées pour le même scénario que
ci-avant.

4.4.3.1 Prédiction du décrochement

Basée sur les bornes utilisant des points tests, nous présentons dans cette section un méthode
pour prédire la zone de décrochement. Ce prédicteur est basé sur le comportement du point test
optimal intervenant dans les bornes de Chapman-Robbins (Bobrovsky-Zakaï), Abel, et Weiss-
Weinstein. Pour une borne de la forme f (θ0) =max

h
f (θ0, h), le point test optimal est défini

comme la valeur hopt telle que

f (θ0) =max
h

f (θ0, h) = f (θ0, hopt) . (4.102)

Le comportement de hopt en fonction du RSB pour les bornes de Chapman-Robbins (Bobrovsky-
Zakaï), Abel, et Weiss-Weinstein est reporté figure (4.5).

On observe un saut brusque de hopt lorsque les bornes s’écartent de la borne de Cramér-Rao.
Ce comportement est connu pour être relatif à la fonction d’ambiguïté du problème. En effet,
les valeurs des points tests qui maximisent la borne sont celles où la fonction d’ambiguïté exhibe
des maxima locaux [RM95] [XBR04] [RM97] [TK99] [Xu01] [RAFL06].

En conséquence, à partir du comportement du point test optimal, on peut en déduire le
prédicteur suivant

R̂SB = arg max
RSB

∣∣∣∣ ∂hopt∂RSB

∣∣∣∣ , (4.103)
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Figure 4.5 – Comportement de hopt pour les bornes de Chapman-Robbins (a), Bobrovsky-Zakaï
(b), Abel déterministe (c) et bayésien (d), Weiss-Weinstein déterministe (e) et bayésien (f) en
fonction du RSB. Modulation QPSK et N = 20 observations.

où la dérivée est calculée rapidement de manière numérique. Le résultats obtenus à l’aide de R̂SB
sont reportés figure (4.6) et (4.7) et sont comparés à l’EQM locale et globale de l’estimateur du
maximum de vraisemblance.

On observe encore une fois la bonne précision des bornes de Weiss-Weinstein concernant
l’estimation du seuil de décrochement. On remarque également que les bornes d’Abel permettent
de gagner en pertinence par rapport aux bornes de Chapman-Robbins et de Bobrovsky-Zakaï.

4.4.3.2 Réduction de la charge de calcul et approximations des bornes minimales

Lorsque l’on utilise les bornes minimales dans le but de prédire la zone décrochement, l’un
des objectifs est d’éviter une charge de calcul élevée due à des simulations de Monte-Carlo. Or les
bornes les plus pertinentes sont aussi celles qui requièrent une charge de calcul plus importante.
Nous présentons maintenant quelques résultats dans le but de réduire cette charge à celle de la
BCR.

Cette section concerne uniquement les bornes déterministes et ces résultats sont également
basés sur le comportement du point test optimal. Dans la zone asymptotique, ce point test est
proche de 0, et, lorsque le phénomène de décrochement apparaît, il passe brusquement à une
valeur proche de 1

2 . En conséquence, on peut obtenir une approximation des bornes utilisant un
point test en optimisant celles-ci sur deux valeurs

{
0, 12
}
. Le cas des bornes bayésiennes est plus
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Figure 4.6 – EQM empirique locale de l’estimateur du maximum de vraisemblance en fonction
du RSB et prédicteurs du décrochement obtenus à partir des bornes de Chapman-Robbins, Abel
et Weiss-Weinstein déterministe. Modulation QPSK et N = 20 observations.
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Figure 4.7 – EQM empirique globale de l’estimateur du maximum de vraisemblance en fonction
du RSB et prédicteurs du décrochement obtenus à partir des bornes de Bobrovsky-Zakaï, Abel
bayésien et Weiss-Weinstein. Modulation QPSK et N = 20 observations.

délicat puisque le point test ne passe pas brusquement à la valeur 1
2 mais reste plutôt autour de

1
10 (voir figure (4.5)). Les figures (4.8), (4.9) et (4.10) comparent les bornes de Chapman-Robbins,
Abel, et Weiss-Weinstein déterministe lorsque l’optimisation est faite sur le continuum

[
0, 12
]

ou
sur les deux valeurs discrètes

{
0, 12
}
.
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Figure 4.8 – Comparaison entre la borne de Chapman-Robbins obtenue à partir d’une optimisa-
tion sur le continuum

[
0, 12
]

et la borne de Chapman-Robbins obtenue à partir d’une optimisation
sur 2 valeurs

{
0, 12
}

en fonction du RSB. Modulation QPSK et N = 20 observations.
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Figure 4.9 – Comparaison entre la borne d’Abel obtenue à partir d’une optimisation sur le
continuum

[
0, 12
]

et la borne d’Abel obtenue à partir d’une optimisation sur 2 valeurs
{
0, 12
}

en
fonction du RSB. Modulation QPSK et N = 20 observations.

Même si les bornes approximées restent en dessous des bornes optimales, la différence est
suffisamment faible pour que leurs utilisations restent pertinente.

Concernant la borne d’Abel, on peut encore réduire la charge de calcul en remarquant que
cette borne incorpore naturellement la borne de Cramér-Rao. En conséquence, la zone où h ≈ 0
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Figure 4.10 – Comparaison entre la borne de Weiss-Weinstein déterministe obtenue à partir
d’une optimisation sur le continuum

[
0, 12
]

et la borne de Weiss-Weinstein détermininste obtenue
à partir d’une optimisation sur 2 valeurs

{
0, 12
}

en fonction du RSB. Modulation QPSK etN = 20
observations.

est déjà prise en compte dans le calcul de la borne. On peut donc “forcer” le point test à être
toujours égal à 1

2 . Dans ce cas, la fonction ψ (θ0, h) intervenant dans la borne d’Abel devient

ψ

(
θ0,

1

2

)
=

8π

σ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (πk) = 0, (4.104)

Ainsi, on peut réécrire la borne d’Abel comme

EQMAbel(1,1)

(
θ0,

1

2

)
= EQMCR (θ0) + EQMChR

(
θ0,

1

2

)
=

σ2

8π2
N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2
+

1

4

e 8
σ2

N−1∑
k=1, k impaire

∥ak∥2

− 1

 , (4.105)

La figure (4.11) compare la borne d’Abel à la borne (4.105). On a également reporté la borne
d’Abel avec optimisation sur les deux valeurs discrètes

{
0, 12
}
. Elle coïncide parfaitement avec la

borne obtenue avec (4.105).
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Figure 4.11 – Comparaison entre la borne d’Abel obtenue à partir d’une optimisation sur le
continuum

[
0, 12
]
, la borne d’Abel obtenue à partir d’une optimisation sur 2 valeurs

{
0, 12
}

et
la borne d’Abel obtenue en forçant h = 1

2 en fonction du RSB. Modulation QPSK et N = 20
observations.
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Chapitre 5

Conclusion

Le travail rapporté dans ce document a concerné l’étude des performances d’estimation en
terme d’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) dans le cadre du traitement du signal.

• Nous nous sommes placés dans un premier temps en condition asymptotique. Alors que
beaucoup de résultats sont disponibles lorsque le nombre d’observations est infini, nous nous
sommes intéressés au cas d’un nombre d’observations fini et d’un Rapport Signal sur Bruit
(RSB) infini. Dans ce contexte, nous avons caractérisé les performances des méthodes du
maximum de vraisemblance pour l’estimation d’un nombre quelconque de directions d’arri-
vées. Dans le cas de sources déterministes, nous avons démontré la gaussianité et l’efficacité
asymptotique (en RSB) de l’estimateur du maximum de vraisemblance déterministe. Dans
le cas de sources gaussiennes, nous avons démontré la non-gaussianité et la non-efficacité
asymptotiques (en RSB) de l’estimateur du maximum de vraisemblance stochastique. Pour
ce dernier cas, nous avons, de plus, établi une forme analytique de la variance des estimées
dans le contexte d’un scénario à deux sources décorrélées situées dans le lobe principal de
l’antenne.

• Dans le but d’étudier les performances ultimes des estimateurs en condition asympto-
tique et non-asymptotique, nous avons étudié les bornes minimales d’estimation plus per-
tinentes que la borne de Cramér-Rao. Nous avons unifié les bornes bayésiennes de la famille
Weiss-Weinstein, c’est-à-dire la borne de Cramér-Rao bayésienne, la borne de Bobrovsky-
MayerWolf-Zakaï, la borne de Bhattacharyya bayésienne, la borne de Bobrovsky-Zakaï, la
borne de Reuven-Messer, et la borne de Weiss-Weinstein. Cette unification a été réalisée à
l’aide d’un formalisme général permettant de se ramener à un problème d’optimisation sous
contraintes. L’intérêt de cette approche a été double. Premièrement, elle a établi un pont
entre les bornes susmentionnées et la “meilleure” borne bayésienne : l’EQM de l’estimateur
de la moyenne conditionnelle. Ceci nous a permis d’établir une relation d’ordre entre les dif-
férentes bornes souvent inaccessible dans les développements traditionnels exploitant une
inégalité de covariance. Deuxièmement, cette approche se veut être duale de celle utilisée
dans [Gla72] [FL01] [FL02] [Cha04] dans le cadre de l’unification des bornes déterministes.
De ce fait, nous avons également établi des connexions entre les bornes déterministes et les
bornes bayésiennes de la famille Weiss-Weinstein. Ce cadre offre une méthodologie propice
au développement de nouvelles bornes minimales, nous permettant ainsi de proposer deux
nouvelles bornes d’estimation : la borne d’Abel bayésienne et la borne de Weiss-Weinstein
déterministe.

• Afin de tirer partie des résultats théoriques obtenus, nous avons proposé une forme simpli-
fiée des bornes d’Abel (déterministe et bayésienne). Cette forme dépend explicitement de la
borne de Cramér-Rao (bayésienne) et de la borne de Chapman-Robbins (Bobrovsky-Zakaï).
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Elle est plus pertinente que ces deux dernières. Pour un modèle d’observations gaussiennes
à moyenne paramétrée et pour un problème d’estimation de fréquence porteuse avec sym-
boles pilotes, nous avons proposé différentes formes analytiques pour l’ensemble des bornes
déterministes et bayésiennes de la famille Weiss-Weinstein. Les bornes de Weiss-Weinstein
(déterministe et bayésienne) se sont révélées être un outil intéressant pour prédire le dé-
crochement des estimateurs. A partir de la recherche d’un point test optimal intervenant
dans les différentes bornes minimales, nous avons proposé un prédicteur de la zone de dé-
crochement des estimateurs. Nous avons également proposé différentes approximations des
bornes minimales ayant une charge de calcul similaire à la borne de Cramér-Rao.

A l’issue de ce travail, les perspectives sont diverses.

• Concernant les performances asymptotiques en RSB de l’estimateur du maximum de vrai-
semblance stochastique, il convient de poursuivre l’étude afin d’obtenir une expression de la
variance asymptotique et de la densité de probabilité des estimées dans le cas multi-sources.

• Concernant les bornes minimales d’estimation, les travaux que nous avons déjà effectués
laissent entrevoir plusieurs développements théoriques possibles.

– Il faut continuer l’étude de la borne de Weiss-Weinstein déterministe afin d’interpréter les
contraintes mises en jeu dans cette borne prometteuse.

– Nous avons relié les bornes de la famille Weiss-Weinstein à l’EQM de l’estimateur condi-
tionnelle. Il s’agit maintenant d’interpréter les contraintes mises en jeu dans cette famille
afin de définir les classes d’estimateurs pour lesquels les bornes proposées sont licites.

– Enfin, un challenge intéressant serait de relier les bornes de la famille Ziv-Zakaï aux bornes
de la famille Weiss-Weinstein ce qui permettrait de finaliser totalement l’unification des
bornes minimales d’estimation.

• Concernant les applications des bornes minimales d’estimation en traitement du signal,
nous pouvons envisager un certain nombre de compléments et d’améliorations.

– Il convient d’appliquer désormais les bornes minimales à d’autres problèmes d’estimation,
en particulier dans un contexte multi-paramètres. Par exemple, en traitement d’antenne,un
tel travail permettrait de disposer d’une méthodologie pour optimiser une géométrie d’an-
tenne.

– Afin de diminuer la charge de calcul mise en jeu, il faudrait disposer de méthode systé-
matique de positionnement de multiples points tests. Par exemple, utiliser le diagramme
d’ambiguïté

∥∥AH (θ0)A (θ)
∥∥2 en traitement d’antenne.



Annexe A

Bornes minimales pour un modèle
d’observations gaussiennes à moyenne
paramétrée

Bornes de Cramér-Rao

EQMCR (θ0) =
σ2

2

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2
. (A.1)

EQMglobale
CR =

 2

σ2

∫
Θ

∥∥∥∥∂m (θ)

∂θ

∥∥∥∥2 p (θ) dθ + 1

σ2θ

−1

. (A.2)

Borne de Bhattacharyya à l’ordre 2

EQMBhatt(2) (θ0) =

2
σ2

∥∥∥∥ ∂2m(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 + 4
σ4

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥4
4
σ4

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 ∥∥∥∥ ∂2m(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥2 + 2
σ6

∥∥∥∥ ∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

∥∥∥∥6 − 4
σ4

(
Re

{
∂2mH(θ)

∂θ2

∣∣∣
θ0

∂m(θ)
∂θ

∣∣∣
θ0

})2 . (A.3)

Bornes de Chapman-Robbins et de Bobrovsky-Zakaï

EQMChR (θ0) =max
h

h2

e
2
σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2 − 1

. (A.4)

EQMglobale
BZ =max

h

h2∫
Θ

p2(θ+h)
p(θ) e

2
σ2 ∥m(θ+h)−m(θ)∥2dθ − 1

. (A.5)
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ANNEXE A. BORNES MINIMALES POUR UN MODÈLE D’OBSERVATIONS GAUSSIENNES À

MOYENNE PARAMÉTRÉE

Fonctions ψ (θ0, h) et ψ (h) pour les bornes d’Abel

EQMAbel(1,1) (θ0) =

max
h

EQMCR (θ0) + EQMChR (θ0, h)− 2ψ (θ0, h)EQMCR (θ0)EQMChR (θ0, h)

1− ψ2 (θ0, h)EQMCR (θ0)EQMChR (θ0, h)
. (A.6)

ψ (θ0, h) =
2

hσ2
Re

{
∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

(m (θ0 + h)−m (θ0))

}
. (A.7)

EQMglobale
Abel(1,1) = max

h

EQMglobale
CR + EQMglobale

BZ (h)− 2ψ (h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)

1− ψ2 (h)EQMglobale
CR EQMglobale

BZ (h)
. (A.8)

ψ (h) =
1

σ2θ
+

2

hσ2

∫
Θ

Re

{
∂mH (θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

(m (θ0 + h)−m (θ0))

}
p (θ + h) dθ. (A.9)

Bornes de Weiss-Weinstein et fonctions η (α| β) et η (α, β)

EQMWWD(1) (h,s,θ0) =

max
h,s

h2e2
s(s−1)

σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2

e
2s(2s−1)

σ2 ∥m(θ0+h)−m(θ0)∥2 + e
2(s−1)(2s−1)

σ2 ∥m(θ0−h)−m(θ0)∥2 − 2e
s(s−1)

σ2 ∥m(θ0+2h)−m(θ0)∥2
. (A.10)

η (α|β) = α (α− 1)

σ2
∥m (θ0 + β)−m (θ0)∥2 . (A.11)

EQMWW (1) (h,s) =max
h,s

h2e2η(s,h)

eη(2s,h) + eη(2−2s,−h) − 2eη(s,2h)
(A.12)

η (α, β) = ln
1√
2πσθ

∫
Θ

e
α(α−1)

σ2 ∥m(θ+β)−m(θ)∥2− 1

2σ2
θ

(
θ−
(√

α(α−1)−α
)
h−µ

)(
θ+
(√

α(α−1)+α
)
h−µ

)
dθ.

(A.13)



Annexe B

Bornes minimales en analyse spectrale
et synchronisation de fréquence
porteuse

Bornes de Cramér-Rao

EQMCR (θ0) =
σ2

8π2
N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2
. (B.1)

EQMglobale
CR =

σ2θ

8π2
σ2
θ
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2 + 1

. (B.2)

Bornes de Bhattacharyya

EQMBhatt(2) (θ0) = EQMCR (θ0) =
σ2

8π2
N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2
. (B.3)

EQMglobale
Bhatt(2) = EQMglobale

CR =
σ2θ

8π2
σ2
θ
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2 + 1

. (B.4)

Bornes de Chapman-Robbins et de Bobrovsky-Zakaï

EQMChR (θ0) =max
h

h2

e
4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))
− 1

. (B.5)

EQMglobale
BZ =max

h

h2

e
h2

σ2
θ

+ 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))
− 1

. (B.6)

95



96
ANNEXE B. BORNES MINIMALES EN ANALYSE SPECTRALE ET SYNCHRONISATION DE

FRÉQUENCE PORTEUSE

Bornes d’Abel

ψ (θ0, h) =
4π

hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh) . (B.7)

EQMAbel(1,1) (θ0) = max
h

8π2

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2 + 1
h2

e 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))
− 1

− 8π
hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh)

8π2

h2σ2

e 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))
− 1

 N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2 − 16π2

h2σ4

(
N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh)
)2
. (B.8)

ψ (h) =
1

σ2θ
+

4π

hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh) . (B.9)

EQMglobale
Abel(1,1) =max

h
(B.10)

8π2 σ2
θ

σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2k2+1

σ2
θ

+ e

h2

σ2
θ

+ 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

−1
h2 − 2

(
1
σ2
θ

+ 4π
hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh)

)

1
σ2
θ
h2

(
8π2 σ2

θ
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 k2 + 1

)e h2

σ2
θ

+ 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2(1−cos(2πkh))

− 1

−
(

1
σ2
θ

+ 4π
hσ2

N−1∑
k=0

k ∥ak∥2 sin (2πkh)

)2
.

Bornes de Weiss-Weinstein

On pose ξ (h) = 4
σ2

N−1∑
k=0

∥ak∥2 (1− cos (2πkh)).

EQMWWD(1) (θ0) =max
h,s

h2es(s−1)ξ(h)

es(2s−1)ξ(h) + e(1−s)(1−2s)ξ(h) − 2e
1
2
s(s−1)ξ(2h)

. (B.11)

EQMglobale
WW (1) =max

h,s

h2e
s(s−1)

(
ξ(h)+ h2

σ2
θ

)

e
s(2s−1)

(
ξ(h)+ h2

σ2
θ

)
+ e

(1−s)(1−2s)

(
ξ(h)+ h2

σ2
θ

)
− 2e

s(s−1)

(
1
2
ξ(2h)+ 2h2

σ2
θ

) . (B.12)



Notations

Acronymes

• ALU : antenne linéaire uniforme
• BCR : borne de Cramér-Rao.
• EQM : erreur quadratique moyenne.
• MIF : matrice d’information de Fisher.
• MVD : maximum de vraisemblance déterministe.
• MVP : maximum de vraisemblance paramétré.
• MVS : maximum de vraisemblance stochastique.
• QPSK : quaternary phase shift keying
• RSB : rapport signal sur bruit.

Symboles mathématiques généraux

• C indique le corps des complexes.
• R indique le corps des réels.
• Re {z} indique la partie réelle d’un nombre complexe z.
• Im {z} indique la partie imaginaire d’un nombre complexe z.
• Le symbole ∗ indique l’opérateur de conjugaison.
• abs(.) indique la valeur absolue.
• o (.) est la notation de Landau signifiant que pour deux fonctions f (x) et g (x), f = o (g)

est équivalent à lim
x→∞

f(x)
g(x) = 0.

• δ (.) indique la distribution de Dirac.
• δij indique le symbole de Kronecker.
• min

η
f (η) , max

η
f (η) , indique la valeur minimale ou maximale de l’expression f (η).

• arg min
η

f (η) , arg max
η

f (η) , indique la valeur du vecteur η minimisant ou maximisant

l’expression f (η).
• min {a1, . . . , aN} indique le plus petit élément du jeu {a1, . . . , aN}.
• Γ (z) et Γ (z, a) indiquent, respectivement, la fonction Gamma et la fonction Gamma in-

complète telle que Γ (z) = Γ (z, 0) avec

Γ (z, a) =

∞∫
a

tz−1e−tdt.
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• 2F1 (a, b; c;ω) indique la fonction hypergéometrique de Gauss définie par :

2F1 (a, b; c;ω) =
Γ (c)

Γ (a) Γ (b)

∞∑
k=0

Γ (a+ k) Γ (b+ k)

Γ (c+ k)

ωk

k!
.

Symboles et opérateurs matriciels

• a, A, les lettres en italiques représentent une quantité scalaire.
• a, les lettres minuscules en gras représentent une quantité vectorielle (vecteur colonne).
• A, les lettre majuscules en gras représentent une quantité matricielle.
• L’ensemble des matrices de dimension M × N à coefficients sur un corps K est noté
MM×N (K).

• AT , le symbole T indique l’opérateur transposé.
• AH , le symbole H indique l’opérateur Hermitien (transposé conjugué).

• A†, le symbole † indique l’opérateur pseudo-inverse tel que A† =
(
AHA

)−1
AH où A est

de rang plein colonne.
• IN indique la matrice identité de taille N ×N .
• |A| indique le déterminant de la matrice A.
• ∥.∥ indique la norme L2.
• Ai,j est l’élément correspondant à la iième ligne et jième colonne de la matrice A.

• tr (A) =
N∑
i=1

Ai,i est la trace de la matrice carrée A de taille N ×N .

• ⊙ est l’opérateur de Hadamard.
• vec (.) est l’opérateur qui vectorise une matrice en concaténant ses colonnes.
• Soient deux matrices A et B appartenant à MN×N (R), alors la relation d’ordre

A ≥ B,

signifie que la matrice A−B est définie non-négative.

• Diag {a1, a2, · · · , aN} =


a1 0 · · · 0

0 a2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 aN

.

Symboles relatifs aux probabilités

• NK (m,C) indique une loi gaussienne multivariée sur le corps K (circulaire si K = C) de
moyenne m et de matrice de covariance C.

• χ2 (N) indique une loi du chi2 réelle à N degrés de libertés basée sur une somme au carré
de N variables aléatoires indépendantes suivant une loi gaussienne de moyenne nulle et de
variance 1.

• Pr (.) indique une probabilité.
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• p (x) indique une densité de probabilité.
• p (x, y) indique une densité de probabilité jointe.
• p (x| y) indique une densité de probabilité conditionnelle ou une vraisemblance et sera

précisée selon le contexte.
• E [.] indique l’opérateur d’espérance mathématique.
• Ey,θ [.] indique l’opérateur d’espérance mathématique par rapport à la loi jointe p (y,θ).
• Ey|θ [.] indique l’opérateur d’espérance mathématique par rapport à la loi conditionnelle
p (y| θ).

• op (.) est la notation statistique de Landau signifiant que pour deux suites de variables
aléatoires pi et qi, pi = op (qi) est équivalent à pi

qi
tend en probabilité vers zéro.

• ∼ indique suivre en loi.
• a→∞∼ indique suivre asymptotiquement en loi (lorsque le paramètre a tend vers l’infini).
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